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Osoita induktiolla, ettd kaava

z’(z’+1):1(1+1)+2(2+1)+...+n(n+1):”(”+1§(n+2)

n
1=

patee kaikilla n € N.

1. Osoita, ettd yhtélo pétee tapauksessa n = 1.

Ratkaisu. Tutkitaan ensin tapausta n = 1. Yhtdlon vasen puoli on
muotoa

i(i+1)=1(1+1)=2

1
=1

ja oikea puoli muotoa
11+1)(1+2) 2-3

6
pum :7:2.
3 3 3

Siispé yhtalo pétee, kun n = 1.

2. Tee induktio-oletus ja muodosta induktiovéite. Osoita induktiovaite to-
deksi kayttamélla hyvaksi induktio-oletusta. Tee johtopaatokset.
Ratkaisu. Tehdédan seuraavaksi induktio-oletus:

Oletetaan, ettd yhtélo (?7) pétee jollakin k € N, eli
b k(k+1)(k+2)

Zi(@'+1):1(1+1)+2(2+1)+...+k(k+1): 3 .




Osoitetaan, etta yhtdlo péatee myos arvolla k + 1:

kir:lz’(i—l—l):1(1+1)+2(2—|—1)+...—|—k(k+1)+(k+1)((k+1)+1)
. Lo k(k+1)(k +2)

= 5 + (E+1D)((kE+1+)1)

bk 1)(k+2) |

(k+1)(k+2)

k(kH+1)(E+2)+3(k+1)(k+2)
3
(k+1)(k+2)(k+3)
3 :

Nyt induktioperiaatteen nojalla yhtalo

, i(i+1)=1(1+1)+2(2+1)+...+n(n+1):”(n+1;(n+2)

pétee kaikilla luonnollisilla luvuilla n € N.
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Todista induktiolla seuraava epayhtalo: Kun x € R, x > —1, niin
(1+2)">14nz (1)

kaikilla n € N.

. Osoita, etta yhtalo patee tapauksessa n = 0.

Ratkaisu. Huomataan ensiksi, ettd kun x € [—1, 00[ on
l4z>0=(1+x2)">0

kaikilla n € N. Tamaé rajoitus x:n arvoille on téarkea, silla jos 14+ 2z < 0
tulisi ongelmia silloin, kun n olisi pariton, esim.

(1+(=3)°=(-2°=-32<—-14=1+5-(-3).

Siirrytaan nyt vaitteen todistukseen. Tutkitaan ensiksi tapaus n = 0:
(1+2)0=1=14+0=1+0-um,

kun z € [—1, o0, eli yhtalo (1)) patee arvolla n = 0.



4. Tee induktio-oletus ja muodosta induktioviite. Osoita induktiovéite to-
deksi kayttamaélla hyvéksi induktio-oletusta. Tee johtopaatokset.

Ratkaisu. Tehddan seuraavaksi induktio-oletus:

Oletetaan, ettd on olemassa jokin m € N, jolla yhtalo (1)) patee, kun
x € [—1,00[.

Tarkastellaan tapausta m + 1:

(42" = (1 +2)" (1+2) > (1+mz)(1+)

=l+ax+mr+mz’>1l+z+mz=1+(m+1)x,

>0

eli (14+2)™™" >14 (m+1)z, kun z € [—1, 00|

Nyt olemme induktioperiaatteen nojalla osoittaneet, etta kun z € [—1, 00|,
niin viite patee kaikilla n € N.
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5. Merkitdan propositiosymboleilla seuraavia lauseita:

Po: Sataa.
p1: Tuulee.
p2: On kylma.

Formalisoi seuraavat lauseet propositiologiikan kaavoilla:

(a) Jos sataa ja tuulee, niin on kylma.
(b) Jos on kylmé, mutta ei sada, niin tuulee.

(c) Jos ei sada, niin ei ole kylmé, paitsi jos tuulee.

Ratkaisu.

(a) (po Ap1) = p2
(b) (p2 A —po) = ;1
(c) =po — (—p2 V p2) tai (—po — —p2) V p1

6. Keksi luonnollisen kielen lause, jonka formalisointi on muotoa

((po = (p1 V p2)) A —p2) = (po — p1).



7. Formalisoi lause ”Joko Hannu ostaa appelsiineja ja banaaneja, tai Kert-
tu ostaa tomaatteja, mutta kumpikaan ei osta kurkkua.” propositiolo-
giikan kaavoilla.

Ratkaisu. Merkitdan

po: Hannu ostaa appelsiineja.
p1: Hannu ostaa banaaneja.
po: Terttu ostaa tomaatteja.
p3: Hannu ostaa kurkkua.

py: Terttu ostaa kurkkua.
Téalléin lause on formalisoituna ((po A p1) V p2) A (—ps A —ps).

8. Selvita totuustaulun avulla onko lause

(a) po — —o
(b) poV —=(po A p1)

tautologia, kontingentti vai ristiriita.

Ratkaisu.

(a) Piirretaan totuustaulu:

Do ‘ Po — 7 Do
171 0 0 1
0(0 1 1 0

Koska lause voi olla joko tosi tai epatosi, se on kontingentti.

(b) Piirretdén totuustaulu:
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Koska lause on kaikilla totuusjakaumilla aina tosi, se on tautologia.



