Differentiaaliyhtalot I
Luento 8

Toisen kertaluvun lineaariset DY:t (osa 3)

28. elokuuta 2014
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Tavallinen lineaarinen yhtaléryhma ja determinantti
Kurssilla on esiintynyt muutaman kerran muotoa
ajx+ by =c¢ (1)
X+ by = @)
oleva lineaarinen yhtaléryhma. Tassa a;, b;,¢; € R (i = 1,2) ovat va-
kioita ja luvut x, y tuntemattomia, joita yritetddn ratkaista.
Maaritelldan avuksi vektorit

v = (b], —al) ja Vo = (bz, —az) .
Tarkastellaan yhtaléa (1). On tasan kaksi mahdollisuutta:

(i) Sekad a; = 0 etta b; = O (eli v = 0). Yhtalo (1) on O = ¢;.
> Jos ¢; # 0, ei ole yhtaan ratkaisua.
» Jos ¢ = 0, kaikki parit (x, y) € R? ovat ratkaisuja.
(i) Ainakin a; # 0 tai b; # O (v; # 0). Yhtil6 (1) on suoran yhtils!
> Kaikki ko. suoran pisteet (x, y) toteuttavat yhtalén.
» Yhtdlo kuvaa vektorin v, suuntaista suoraa.

Vastaavasti yhtalolle (2).
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Jo nyt ndhdaéan, ettd seuraava vaitteet ovat yhtapitavia:

1. Yhtaloparilla (1)-(2) on yksikésitteinen ratkaisu mielivaltaisilla
vakioiden c;, c; arvoilla.

2. Yhtalot kuvaavat kahta erisuuntaista suoraa.

3. vektorit v; ja v, eivit ole yhdensuuntaiset. (Merkitdin v, }f vy .)
Muistin virkistykseksi (valitse mieluisin oikealta puolelta ©)

vijfva & (V) + cvy = 0 vain vakioille ¢; = ¢, = 0)

< v ja vy ovat lineaarisesti riippumattomat
& vy ja vy virittavat koko tason R?
< viinja vein virittimén suunnikkaan ala # O
Siis
b
leVZ =4 ‘ ! bz 750 =4 ’albz—blaQ;éO‘
—ay —dy




On siis todistettu ensimmaéinen osa seuraavasta tuloksesta:

Lause
(1) Yhtaloparilla (1)-(2) on yksikésitteinen ratkaisu mielivaltaisilla va-
kioiden c;, ¢y arvoilla jos ja vain jos

a Qg

b1 b2:a1b2—b1a27$0.

(2) Siina tapauksessa yksikasitteinen ratkaisu on

_ byc; — bicy o
a1b2—b1a2 a1b2—b1a2 '

azC; — a;Cy

Osan 2 todistus: Koska yksikéasitteinen ratkaisu on olemassa, riittaa
tarkistaa, ettd se on todella tuo mainittu. O

(Lauseen todistus olisi yksinkertainen lineaarialgebran keinoin: olem-
me itse asiassa juuri laskeneet erdan matriisin kdanteismatriisin.)



Epahomogeeninen LY Y’ + p(x)y + q(x)y = |r(x)

Osaamme nyt ratkaista homogeeniyhtilén y’ + p(x)y + q(x)y = 0
ainakin kolmessa eri tapauksessa:
1. Vakiokertoimiset yhtilét y” + ay’ + by = 0. Ratkeavat karakteris-
tisen yhtalén r? + ar + b = 0 juurien avulla.
2. Yy’ + p(x)y = 0 (eli g = 0). Ratkeavat kertaluvun pudotuksella:
sijoitus z(x) = y/(x) tuottaa 1. kertaluvun separoituvan yhtalén.
3. Yksi ratkaisu y; tunnetaan ja silld on ominaisuus y; (x) # O Kkai-
killa x. Ratkeavat vakion varioinnilla: yrite y,(x) = ¢(x)y;(x) joh-
taa toiseen, rilppumattomaan, ratkaisuun.

Talla kertaa pyrimme ldytamaan ratkaisuja epidhomogeeniselle line-
aariselle yhtélélle y” + p(x)y’ + q(x)y = r(x) LY).

Lause (todistus 3. viikon tehtavissa)

Jos ys3 on LY:n jokin erityisratkaisu ja (y;, y2) on HY:n perusjirjestel-
ma4, niin kaikki LY:n ratkaisut ovat muotoa

y=ciys +cys+ys, c,c R

» Tarvitaan siis keinoja 16ytda ys, kun (y;, y») on jo tunnettu.



Vakion variointi LY:n erityisratkaisulle

» Olkoon (y;, y2) HY:n perusjarjestelmé valilla I: c¢;y;(x) + caya(x)
sisaltaa HY:n kaikki ratkaisut kyseisella valilla.

» LY:n erityisratkaisu y; 16ytyy vakion varioinnilla, yritteella

Ys(x) = 1 (x)y1 (%) + ea(2)ya(x) -

Silloin

Ys = (C1u1 + o) + (a1t + ) -
Koska riitt44 16ytaa jokin pari (¢; (x), co(x)), yksinkertaistetaan ys:n
lauseketta vaatimalla

’Clly1+céy2:0‘,

jolloin jaljelle jaa
s = (al) + c2up) -
Edelleen,
ys = (clyy + cus) + (ayf + c2th)



Toisaalta on oltava
LY & Lys=r
Us +pys +qus =1
(ciur + caus) + (Y + c2up) + Py + caus) + a(ciys + cay) =1
(1Y) + cyp) + 1Yy + pyy + ay) + ca(ys + pYs +quz) =1

=0 (HY) =0 (HY)

v+ s =

On siis 1dydettéva pari (c;(x), ca(x)), joka toteuttaa yhtéloparin
Y1+ chys =0 )
civh + ey =r.

Yhtéléparilla (3) on tasan yksi ratkaisu (cf, c}):

C/ (X) - _ r(x)HZ(X) - _ r(x)yZ(X)
1 %) — R Wio 1))
o r(x)yn (%) )
@) = R0 — w@w ) Wi ) ()

Miksi W(yi, ya)(x) # 0?



Koska yksi ratkaisu (¢, ¢p) riittda meille, voidaan siis valita
/ r(x)ya(x) dx
W(y1, y2)(x)
/ r(x)y1 (x) x|
W(yi, yz)(x
Nyt on nahty, etta ylla olevilla valinnoilla
Ys(x) = c1(x)y1(x) + c2(x)ya(x)
on LY:n erityisratkaisu. Siten

y(x) = Ciyi(x) + Caya(x) + ys
= [C1 + c1(%)]y1 (x) + [C2 + ca(x)]ya(x)

mielivaltaisilla vakiolla C;, C, € R sisdltdd LY:n kaikki ratkaisut.



Huomioita edellisesta ratkaisusta:

> Kaytannodssa vaikein ongelma on nimenomaan homogeeniyhtalén
perusjérjestelmin (y;, y2) 16ytaminen.

» Vaikka perusjérjestelma olisi 16ytynyt, voivat ¢;(x) ja ca(x) sisil-
taa niin vaikeita integraaleja, ettei ratkaisua ys voi esittda yksin-
kertaisessa muodossa.

Menetelmi LY:n y” + p(x)y + q(x)y = r(x) ratkaisemiseksi:
1. Kun HY:n perusjarjestelmé (y;, yo) tunnetaan, muodostetaan yri-
te y(x) = c1(x)y1(x) + ca(x)yz(x).
2. Muistetaan tehdé helpottava oletus ¢} (x)y; (x) + ¢, (x)yz(x) = 0.
3. HY:n avulla tdma johtaa yhtéalopariin

Y+ cys =0
vy + oy =r.

/

4. Ratkaistaan (c](x), ¢,(x)), josta saadaan integroimalla (¢; (x), cz(x)).
5. LY:nratkaisut: y(x) = [Cyy1 (x)+Caya (x)]+[c1 (x)y1 (x)+c2 (%) ya (x)].



Parametrein varustetut yritteet ja y”’ + ay’ + by = r(x)

Vakiokertoimiselle epdhomogeeniselle LY:1le voi usein 16ytaa erityisrat-
kaisun parametrein varustetun yritteen avulla.

» Nopeampi tapa kuin vakion variointi.
» HY:n ratkaisua ei aina tarvita LY:n erityisratkaisun 16ytdmiseksi.

» Perustuu arvaukseen: vaatii kokemusta ja hyvaa vainua.

EsimerkKi:
y' +3y +2y=38x+1.

Koska (1) oikea puoli on polynomi ja (2) polynomin derivaatat ovat
polynomeja, on hyva arvaus tehda yrite

y(x) =Ax+B.
Talléin saadaan y’ = Aja y”’ = O eli
3A+2(Ax+B)=3x+1 & A=% B=-1

Todellakin y = %x - % on erityisratkaisu.
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Esimerkkeja hyvista arvauksista:
» r on asteen m polynomi: yrite on asteen < m polynomi
» r = Csinx tai Ccosx: y = Asinx + Bcosx
» r = Ce!™, k karakteristisen yhtalon juuri: y = Ae'™, Axe’™, Ax?e!™.
» Kun r on tulo y.o. funktioista, my®ds yrite on tulojen lineaarikom-
binaatio. Esim r = Cx™e": y = (Ag + A1 x + -+ - + ApioX™2) el
Lineaarisuuden vuoksi tapauksessa r(x) = rj(x) + ry(x) voidaan k-
sitelld epihomogeeniset termit erikseen:
Lyi=n ja Lyp=r2 = Llhh+ty)=n+n=r.
Esimerkiksi yhtalolle
y' +3y +2y=3x+1+¢&*

1ydetadn erityisratkaisu y = y1 + y2 = (3x — 1) + 55€*, kun yhtalét

y! + 3y, +2y; =3x+1
Yy + 3yp + 2y, = e

ratkaistaan erikseen yrittein y; (x) = Ax + B ja ys(x) = Ce3*. (Laskut
monisteessal)
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Viela yksi huomio parametrein varustetuista yritteista: yritteeksi ei
kelpaa HY:n ratkaisu. Jos yrite y on HY:n ratkaisu, niin

Ly=0 eikd Ly=r.
Esimerkiksi yhtalolla
y// _ 6y/ +9y = eBx

on luonnolliselta vaikuttava yrite y = Ae®*, joka kuitenkin ratkaisee
homogeeniyhtalén y”’ — 6y’ + 9y = 0.

Syy on se, etté karakteristisella yhtalélla r> —6r+9 =0 < (r—3)2 =0
on (tupla)juuri r = 3, joten (€%, xe*) on perusjarjestelma.

Jos yrite y; (x) ratkaisee HY:n, kannattaa yrite y,(x) = xy; (x).

Esimerkin tapauksessa sekin ratkaisee HY:n. Toistetaan temppu ja
kokeillaan yritetta ys(x) = xya(x) = x%y;(x). Yrite

ys(x) = Ax?e’*
todella ratkaisee LY:n, kun A = %
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