Differentiaaliyhtalot I
Luento 7

Toisen kertaluvun lineaariset DY:t (osa 2)

27. elokuuta 2014
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Lyhyt kertaus HY:lle y’ + p(x)y’ + q(x)y =0

Tassa p ja q jatkuvia valilla I.
Kaksi ratkaisua y;, Yy : I — R muodostavat perusjiarjestelmain, jos
y=Cy1 + Gy, C1,C €R,

sisaltad yhtalon kaikki ratkaisut.

Niin on tasmalleen silloin, kun Wronskin determinantti

\ W(x0) = W(y1, y2)(%0) = Y1 (%) ya(%0) — Yy (%0)ya(x0) # 0\

jossakin pisteessa x; € I, eli yhtapitavéasti kaikissa I:n pisteissa.

» Perusjarjestelméan l6ytaminen jollekin annetulle yhtalolle on usein
vaikeaa tai mahdotonta, mutta sellainen on aina olemassa. (0Y)

> Perusjarjestelma ei ole yksikisitteinen.



Vakiokertoiminen HY v’ + ay/ + by =0 (a,b € R)

> Muistetaan, ettd y’ — y =0 < y(x) = e’ + e ™.
Yleisen tapauksen ratkaisu perustuu yritteeseen
ylx) =e™,
missa r on toistaiseksi maarittaméaton vakio. Silloin
y' +ay +by=0

= r2e™ + are™ 4+ be™ =0

@‘rz—&—ar—i—bzo‘.

Alin néista on nk. karakteristinen yhtidlo. Sen juuret ovat tunnetusti

—a++va%—4b B

2

Nayttaa, ettd saamme ratkaisut M .

» Y —y=0(a=0,b=—1): r==+1eli y+(x) = e™*. (Perusjarj.)

r+ .



Kolme tapausta:
1. a® — 4b > 0, jolloin r; # r_ reaaliset.

2. a®> — 4b = 0, jolloin ry = r_ reaalinen.
3. a® — 4b < 0, jolloin r; # r_ aidosti kompleksisetjar, =71_.!

Tarkistetaan Wronskin determinantti tapauksessa 1:

1 1

=r_— 0.
N r #

W(ys,y-)(0) =

Y-
¥4 (0) y-(0)

Saatiin todistettua seuraava tulos:

Lause tapaukselle r, # r_ reaaliset
(Y+,y—) = (e**, e"—*) on vakiokertoimisen HY:n perusjirjestelma.

'Jos u, v € RKompleksiluvun z = u + vi kompleksikonjugaatti on z = u — vi.



Tap. 2 (a®> = 4b, r = 1y = r_ = £) yksi ratkaisu y;(x) =™ = e X,

Toinen vakion varioinnilla, eli yritteelld y, (x) = C(x)y;(x) = C(x)e 2%
HY & yj+ay,+;a°y, =0
& (C"—aC +C%) +a(C - %C)+1a®c=0
& =0
< C(x)=x.

Siis ya(x) = xe™ on ratkaisu. Tarkistetaan Wronskin determinantti:

W(yl, yz)(O) =

u1(0) UZ(O)‘
v1(0)  y5(0)

Saatiin todistettua seuraava tulos:

’101¢0

Lause tapaukselle rp =r_ =r

(y1,y2) = (€™, xe™) on vakiokertoimisen HY:n perusjérjestelma.

>y -2y +y=0:r?-2r+1=0&r=1. (y1,y2) = (e, xe*) pj.



Tapauksessa 3 (ry # r— =71 € C\ R) funktiot y4(x) = e+
» ratkaisevat HY:n y” + ay’ + by = 0 (karakteristinen yhtil6 < HY)
» ovat kompleksiarvoisia: Merkinnallar; = u+wjar. = u— i 2

et = eixElx _ qux i e"*(cos vx + isin vx)

= e cosvx +ie™sinvx
(De Moivre’n kaava. Eulerin kaava: e = cost+ isint Vt € R.)

Yleinen havainto: jos y(x) = f(x) + ig(x) on HY:n ratkaisu, missa f, g
ovat reaaliarvoisia funktioita, niin lineaarisuudesta seuraa

Ly=0 & L(f+ig)=0 & Lf+ilg=0
& Lf=0 ja Lg=0.

Sekid y:n reaali- ettd imaginaariosa ovat (reaaliarvoisia) ratkaisuja.

Opetus: seki ’ y1(x) = e cos vx‘ ettd ’ Ya(x) = e**sinvx | ovat HY:n
reaaliarvoisia ratkaisuja.

2Siis Rer+ = uja Imry = =u; reaali- ja imaginaariosa.
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Tarkistetaan Wronskin determinantti tapauksessa 3:

1 O
v

W(y1,Y2)(0) = U

=v#0.

(Miksi v # 0?)
Saatiin todistettua seuraava tulos:

Lause tapaukselle r,,r- € C\ R

Merkitaan karakteristisen yhtalon jompaakumpaa juurta u + iv. Sil-
loin pari (y1,y2) = (" cos vx, e sinvx) on vakiokertoimisen HY:n
perusjarjestelma.

» y’ + 2y + 4y = 0. Karakteristinen yht#lé on r? + 2r +4 = 0,
joten r = —1 4 iy/3. Merkitsemalld u = —1 ja v = /3 nahdaan,
etta (y1,ys) = (e ¥ cos v/3x, e * sin v/3x) on perusjarjestelma.



Kertaluvun pudotus yhtélélle y” + p(x)y = r(x)

> Téassa siis g = 0, ja p, r ovat jatkuvia jollakin valilla I.

» Stjoituksella z(x) = y/(x) saadaan 1. kertaluvun lineaarinen DY

Z+p(xX)z=r(x) | plx)=el P

& (nz) = pr

@uz:/,urdx—l—cl
1 1
@z:f/,urdx—i—clf
K H
, 1 1
Sy =—[purdx+C—
K M

1 1
@y:/(/urdx—i—Cl)dx—i-Cz
K Iz

» Téassa on yhtalon kaikki ratkaisut.

8/11



Vakion varioiminen ja HY y” + p(x)y’ + q(x)y =0
> Oletetaan, ettad y; : I — R on ratkaisu ja‘ yi(x) #0Vxel ‘ .

» Etsitddn toinen ratkaisu yritteella ys(x) = c(x)y; (x):

HY & Y +pys+qya=0
& 'y + I 20) + pun] + ey +pyy +qui] =0
—
& 'y +d 2y +pyi] =0
25 +pyr
U1

Saatiin yhtdlé c:lle, jossa esiintyy vain ¢’ ja ¢’. Kertaluvun pudo-
tus (sfjoitus z = c) johtaa lopulta ratkaisuun®

c(x) z/ize_fpdxdx

U1

s I+ =0.

eli

1
yzzyl/—ze*fpd"dx .
U1

3Yksi ratkaisu riittaa tarpeisiimme.



Varmistetaan, ettd (yi, y,) on perusjirjestelmi:

Wy, Y2) = Y1yp — YU = u1(cur + cU}) — cyryy = 'yt

= ize_fpd"y%:e_fpd";ﬁo.
Ur

Olemme todistaneet seuraavan tuloksen:

Lause (HY y” + p(x)y’ + q(x)y = 0 ja vakion variointi)
Olkoot p,q : I — R jatkuvia vélilla I. Jos homogeeniyhtalolla y” +
pY + qu = O on sellainen ratkaisu y;, ettid y;(x) # 0 kaikilla x € I,
niin toinen ratkaisu 16ytyy yritteelld yo(x) = c(x)y;(x). Pari (yi, ya)
muodostaa silloin perusjérjestelmén valilla I, eli W(y;, ya)(x) # O kai-
killa x € I.
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Ekstraa: W(x), riippumattomuus, yleinen kertaluku

Harjoituksissa on todettu, ettd W(yi, ys)(x) # O tarkoittaa ratkaisujen
lineaarista riippumattomuutta, eli c;y; + c;ys = O vain silloin, kun
vakiot ¢; = ¢, = 0.

Sama patee korkeamman kertaluvun lineaarisille homogeeniyhtaléille
Y + o1 ()y* Y -+ py ()Y + po(x)y = 0.
Tassa kerroinfunktiot p; olkoot jatkuvia valilla I C R.

Ratkaisut yi, ..., yx : I — R muodostavat perusjarjestelmin, jos jos-
sakin (ja silloin jokaisessa) pisteessd x € I Wronskin determinantti

Y1 (x) Yi(x)
W(yr,...,Uk)(x) = : : #0. (1)
W) - )

Voidaan osoittaa, etta (1) on yhtapitavaa ratkaisujen lineaarisen riip-
pumattomuuden kanssa:

ayi+--+ay=0 = c=---=¢=0.
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