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Viela yksi sovellus: takaa-ajomalli

> Saalis liikkuu tasossa pitkin tunnettua rataa (a(t), b(t)).

> Yksinkertaisuuden vuoksi saalis liikkukoon pystysuoraan vakiono-
peudella 3 > 0: (a(t), b(t)) = (a, Bt), missid myo6s a > 0 vakio.

> Saalistajan koordinaatit ovat (x(t), y(t)) ja (x(0),y(0)) = (0, 0).

> Saalistaja liikkuu suoraan kohti saalista vakiovauhdilla a = |v| > 3.

v(t) = L (x(), y(0) = (x(0), (1))

Todt
on nopeusvektori, jonka pituus on siis vakio:

M=a < *’=a> & x(t*+iy0t)? =" (1)

Vektorin v(t) suunta vaihtelee koko ajan saaliin sjainnin mukaan.
Se on itse asiassa saalistajan liikeradan tangenttivektori.

Saako saalistaja saaliin kiinni? Jos saa, milloin ja missa?

Kaksi tuntematonta: x(t) ja y(t). Tarvitaan kaksi differentiaaliyhtaloa.



Hetkella t saalistaja on kulkenut yhtaloén (1) mukaan matkan

at:/o x(T)2+y(r)2dr & |t= é/o x(7)? +y(r)2dr|.

Saalistajan radan normaalivektori n(t) on kohtisuorassa tangenttivek-
toria v(t) vasten. Siis n(t) - v(t) = 0 kaikilla t. Voidaan valita

n(t) = (y(t), —x(1)) .

Saaliin paikkavektori saalistajan suhteen on

r(t) = (a(t) — x(1), b(t) — y(t)) = (a — x(1), 5t — y(t)),

joka oletettiin v(t):n suuntaiseksi. Siispa

0 =n(t) - x(t) = y(t)[a — x(t)] — x(t)[6t — y(1)]

eli
(a=x)y=(Bt—y)x.
On tilanteesta selvad, ettd x(t) > 0. Ratkaisemalla t,

t:;(y—&-(a—x)i)




Takaa-ajomallin ratkaisu: eliminoidaan t

Yhdistetaén yhtalot:

t . 2
(y+(a X) /\/ 2+ y(r dT*a/ Jr(%) x(7)dr.
0
Kayttamalla lyhennysmerkintoja

dx ) dy dt d
x(T)dr = —dr =dx ja H & al =y,
dr X dt dx dx

saadaan heti

1
3 (y+ (a—x)y / 1+ y/(x)?dx.
Derivoimalla x:n suhteen
1 1
B(a —x)y' = VIt y?

Toisen kertaluvun differentiaaliyht#lo!



Yhtilo palautuu ensimmaéiseen kertalukuun sijoituksella z(x) = y/(x):
1

B(a—x)z’: é\/l—&—zz.

Yhtél6 on separoituva ja saadaan (luentomoniste!)
z+V1+22=D(a— x)*ﬁo‘_l.

Koska x(0) = y(0) = 0, on z(0) = y/(0) = % =0, joten D = a’®
z+V1+22= (1- xa_l)_ﬁofl

Nelidimalla yhtalo puolittain saadaan (x > 0,y > 0 = z = % > 0)

—1

—1

z=(1—xa )P +(1—xa 1)

Saadaan integroimalla (alkuehto maaraa vakion!)

a ((l f)ca71)1+ﬂ(f1 (1 xal)lﬁal> n aof3

ylx) = o 1+ Ba-! 1 - Ba! a2 — 32

2

Harjoituksissa selvid, saako saalistaja saaliinsa kiinni ©.



Toisen kertaluvun lineaariset differentiaaliyhtdlot

Olkoon F : D — R avoimessa joukossa D C R* maaritelty funktio.
F(x,y,y,y") =0

on toisen kertaluvun differentiaaliyhtilé funktiolle y = y(x).

» Mahdollista ratkaista vain erikoistapauksissa.
Toisen kertaluvun lineaarisen DY:n standardimuoto (LY):
Y +p()y +alx)y = r(x)

» Oletetaan, ettd p, q, r ovat jatkuvia avoimella valilla I C R.
» Jos p ja q ovat vakioita, on yhtal6 vakiokertoiminen.

» Homogeeniyhtidlo (HY) vastaa tapausta r = O:

Y’ + px)y + q(x)y = 0.



Aivan kuten 1. kertaluvun lineaarisen yhtalén tapauksessa,
LY & Ly=r ja HY & Ly=0,
kun maaritellaéan (2. kertaluvun) differentiaalioperaattori L kaavalla

(Ly)(x) = y" (x) + p(x)y' (x) + q(x)y(x).

Lause
Operaattori L on lineaarinen. Toisin sanoen jokaiselle funktioparille
Y1, Ys € C3(I) ! ja vakioille ¢y, c, € R patee

L(ciyr + cya) = c1Lyr + caLys.

Todistus: Harjoitustehtava.

Seuraus (Superpositioperiaate HY:lle)

Jos yi, Yo ovat HY:n ratkaisuja, niin my6s y = c;y; + cay2 on ratkaisu.
Todistus: Ly = L(ciy1 + coyo) = a1y + ¢olyp = ¢; -0+ ¢ -0=0. [

1C*(I) on kaikkien niiden funktioiden y : I — R joukko, jotka ovat k kertaa
jatkuvasti derivoituvia vélilla I. C(I) puolestaan on jatkuvien funktioiden joukko.



2. kertaluvun lineaarisen DY:n OY-lause

Lause
Olkoot I C R avoin vali; p, g, r jatkuvia valilla I; ja xo € I. AAT:11a

Y’ + ()Y + by = (%), |y(x) = vo, ¥'(x0) = ui

on koko vililléd [ ratkaisu y : I — R. Kaikki muut I:n osavalilla annetut
AAT:n ratkaisut ovat tAméan rajoittumia.?

Todistus: DY 11

> Globaali lause: ratkaisu on maaritelty koko valilla I.

» Alkuehtoja on kaksi: yleisessa ratkaisussa on kaksi oleellista
parametria, joiden maarittdmiseen tarvitaan kaksi ehtoa.

2Jos §J : I — R on ratkaisu osavalilla I C I, niin silloin §(x) = y(x) kaikilla x € 1, eli
7§ on y:n rajoittuma I'n osavélille I. Merkitdan § = yl; .



Perusjarjestelma HY:lle y/ — y =0

Kaksi ratkaisua y; (x) = €* ja y,(x) = e”*. Superpositioperiaate:

’y201y1+02y2‘, ¢, €R (2)

on yleinen ratkaisu.
Ovatko tassa kaikki ratkaisut? Toisin sanoen, sisdltyyké AAT:n
y(x0) = 2o
V(o) =2
(yksikasitteinen) ratkaisu yleiseen ratkaisuun mielivaltaisilla z;,, z; ?
1€ + e ™ = z,
c1e® — e ™™ =z
Ratkaistaan helposti ¢; = %(zo +z1)e @ jacy = %(zo —z7)e™.
Siis kaikki ratkaisut saadaan kaavasta (2).

Sanomme, etté pari (y;, y2) on HY:n y”’ — y = O perusjirjestelmi.



Perusjarjestelma HY:lle y” + p(x)y’ + q(x)y =0

Olkoot y; ja ys kaksi ratkaisua valilla I. Superpositioperiaate:

9 C1,Co S R (3)

(u=cy +cus

on myos ratkaisu valilla I.

Sanomme, ettd pari (yi, ys) on HY:n perusjirjestelmi, jos kailcki rat-
kaisut vdlilla I saadaan kaavasta (3).

Onko (y1, y2) todella perusjirjestelma? V zo, z; pitéisi 16ytaa cy, cy:

y(x0) = c1yi (%) + c2y2(x0) =20 |- Yi(x0)
Y (%) =y () + eup(x) =21 |- yi(x)

Eliminoimalla c¢; saadaan
c2[Y1 (x0)Ya (%0) — U (%0) Y2 (%0)] = y1(x0) 21 — Yy (x0)20

ja eliminoimalla cy

c1[y1 (%) ys (%) — yi (x0)y2(x0)] = ya(x0)20 — Y2(x0)21 -
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Voidaan todistaa lineaarialgebran menetelmin, ettd mielivaltaiselle pa-
rille zp, z; on olemassa alkuarvotehtévin y(x) = 2o,y (x0) = 2z rat-
kaisevat yksikasitteiset kertoimet c; ja ¢y, jos ja vain jos

‘ Y1 (X%0) Y5 (X0) — Yy (%0)ya(x0) # O \ .

Maadritellaan tAman motivoimana Wronskin® determinantti

/

W(x) = W(yr, y2)(x) = =y ()Y (%) — Y1 (x)y2(x)

y1(x)

ui(x)  ys(x)
Ylla olevasta paittelysta seuraa:
Lause

Olkoot p, g jatkuvia ja y;, yo HY:n ¢y’ + p(x)y’ + q(x)y = O ratkaisuja

valilla I. Talléin pari (y1, y2) on HY:n perusjirjestelmd, jos ja vain jos
W(x) # 0 kaikissa pisteissd x € I.

Huom! Harjoituksissa osoitetaan, ettdi W(x) # O kaikissa pisteissa
x € I jos ja vain jos W(xo) # O ainakin yhdessi pisteessi xo € I.

3Wikipedian mukaan Jézef Maria Hoene-Wroriski (1776-1853) oli puolalainen
filosofi, matemaatikko, fyysikko, keksija, lakimies ja taloustieteilija.



> Yhteenveto: Jos HY:lle y” + p(x)y + g(x)y = O loytyy kaksi sel-
laista ratkaisua y;,ys : I — R, ettd (y;, y2) on perusjirjestelma
[eli W(xp) # O ainakin yhdelld x; € I], niin HY:n kaikki ratkaisut
saadaan lineaarikombinaatioina y = c;y; + cays.

» Aiempi esimerkki uudelleen: y/ —y = 0; y; = €5, yo = e *.

W(x) = —e*e™ — e*e™ = —2 Vx € R, erityisesti yhdessa pis-

teessi. Siis (¥, e™*) on perusjarjestelmé, aivan kuten todettiin.

Perusjarjestelman 16ytdminen onnistuu vain erityistapauksissa. Sel-
lainen kuitenkin on olemassa:

Lause
Olkoon I C R avoin vili ja p,q € C(I). Talléin HY:1l4 y” + p(x)y’ +
q(x)y = 0 on perusjarjestelma valilla I.



Lauseen todistus

Valitaan xp € I mielivaltaisesti. OY-lauseen nojalla HY:lle 16ytyy sellai-
set ratkaisut y;,ys : I — R, etta

yl(Xo) =

1, Uy
Y2(x0) =0, ys(x0) =

Silloin
1 0
W(xo)—‘o 1‘—1#0.

Siis (yi, Y2) on perusjarjestelma. O
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