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Logistinen malli

Viime kerralla johdettiin logistinen yhtilo

N(t) = rN(t) (1 - %) . N(0) = Np.

Tassa "ympériston kantokyky” K > 0 (eli r = (6 — pu+ 2) > 0) ja N(t)
on populaation koko hetkella t.

Tama on muodoltaan Bernoullin yhtilé (A = 2), jolle johdettiin ekspli-
siittinen ratkaisu (sijoituksella z(t) = N(t)!~* = N(t)™1).
Tutustutaan talla kertaa kuitenkin kvalitatiiviseen' analyysiin.
Olkoon D C R? alue. Tutkitaan DY:n y = f(x,y) ratkaisuja y, joi-

den kuvaaja {(x, y(x))} kulkee alueessa D. Tuntematta ratkaisuakin
ndhdééan heti, etta

> jos f > O (tai > 0) D:ssa, niin y:n kuvaaja on (aidosti) kasvava;

> jos f < O (tai < 0) D:ssa, niin y:n kuvaaja on (aidosti) viheneva.

IKvalitatiivinen eli laadullinen, erona kvantitatiiviseen eli maaralliseen.



Kvalitatiivinen analyysi logistiselle yhtalolle (AAT)

N(t) = rN(t) (1 - %) . N(to) = No.

Seka f(t,N) =rN (1 — ) etta %(t, N) on jatkuva koko tasossa R2.
» Olemassaolo- ja yksikasitteisyyslause patee koko tasossa:
» Jokaisen pisteen (t, No) lapi kulkee yksikésitteinen ratkaisu.
» Poistumislause péatee koko tasossa:

> Kyseisen ratkaisun kuvaajan hdnnéit poistuvat dédrettomyyteen.

Tutkitaan hetkia t > O eli aluetta D = {(t,N) € R? : t > 0, N > 0}.
Olkoon alkuehto N(0) = Ny (missa siis to = 0).

» Triviaaliratkaisut:

’NEO ja NEK‘.

» Kaksi ratkaisukdyraa ei voi leikata toisiaan! (Yksikasitteisyys)

» Kaikille epatriviaaleille ratkaisuille patee siis Ny:sta riippuen joko?

[0<N(f) <K tai N(t)>K kaikillat>o0|.

2Se, etta ratkaisut on madritelty kaikilla t > 0, on poistumislauseen seuraus.



Lisdhavainnot kahdessa tapauksessa:
1. Alueessa {(t,N) : t > 0, 0 < N < K} pétee f(t,N) > 0. Siis
0<No<K = N(t)>0 Vt>o.

2. Alueessa {(t,N) : t > 0, K < N} patee f(t,N) < 0. Siis
No>K = N(t)<0 Vt>O0.

Néaiden seuraukset:
1. 0 < Ny < K: N(t) on kasvava ja ylhaalta rajoitettu (N(t) < K). Eli
3 lim N(t) € (No, K].
t—oo

2. No > K: N(t) on vdheneva ja alhaalta rajoitettu (N(t) > K). Eli
3 lim N(t) € [K, No)
t—o0

Mutta mika on raja-arvo tarkalleen?

Seuraavaksi osoitetaan, ettd kaikilla Ny > O patee itse asiassa

lim N(t) = K .
t—oo

Tulkinta?!



Viite: lim;_, N(t) = K, kunhan Ny > 0

Tarkastellaan vain tapausta 0 < Ny < K, silla tapaus Np > K on
samantapainen.

1. Merkitddn Ny, = lim;_, o, N(t). TAma raja-arvohan on olemassa.

2. Merkitaan myds N, = lim, ., N(t). Raja-arvo on olemassa:

Noo = lim N(t) = lim rN() (1 - %) =Ny (1— =),

—00 t—o0 K

3. Kohta perustellaan, etta

Siispa

Toisin sanoen



Perustellaan yleisellad tuloksella, etta N, = 0.

Lause
Olicoon x : [th,0) — R : x = x(t) sellainen derivoituva funktio, et-
td raja-arvot xs, = lim;_, oo x(t) ja Xs = lim;, o X(t) ovat olemassa.
Silloin pcitee

Po—Y

Harjoitellaan epédsuoraa todistusta: Tehdain vastaoletus x,, > O.
(Tapaus X, < 0 on samantapainen.) Silloin on 3 sellainen ¢; > {o, etta

x(t) > 3% >0 VE> 1.

Tasta seuraa
t t
x(t) — x(t)) = / x(r)dr > / oo dT = (t—t)3X00 V> 1.
t t
Siis
lim x(t) > x(t;) — t 3 %00 + 2Xoo lim t = c0.
t—oo t—oo
TAmé4 on ristiriidassa oletuksen x,, € R kanssa. Vastaoletus x,, > 0
(ja my0s xo, < 0) on siis virheellinen, joten x., = O. O



Lisaa sovelluksia

Tanaan kasittelemme tartuntatautimalleja:
» SIS-malli (sairaus ei aiheuta immuniteettia)

» SIR-malli (sairaus aihettaa immuniteetin)

Tavoitteena on tutkia, kuinka moni yksilé vakiokokoisesta populaa-
tiosta on kullakin ajanhetkellda t > O

> terveitd, mutta sairaudelle alttiita (S = susceptible)
> sairaita, tartunnan valitt4jia (I = infective)

» immuuneja, sairauden vaikutuspiirista poistuneita (R = removed)



SIS-malli

» Kun terve yksil6 sairastuu, han siirtyy luokasta S luokkaan I.

» Kun sairas yksil6 tervehtyy, han siirtyy luokasta I luokkaan S.
Sama yksilo voi sairastua uudelleen.

Mallin matemaattiset oletukset:
» Populaation koko on vakio N > O:

S(t)+I(t)=N Vt>o.

» Infinitesimaalisen lyhyella aikavalilla [t, t + dt] kunkin terveen yk-
silén sairastumisherkkyys on SI(t), missa § > O on nk. tarttu-
misintensiteetti:

S(t) = —BI(t)S(t) + 7?7

> Sairas yksilo tervehtyy intensiteetilld o > O:

S(t) = —pI(t)S(t) + al(t)
I(t) = +BI(t)S(t) — aI(t)

Differentiaaliyhtédlosysteemi!



SIS-mallin ratkaisu

Systeemi on helppo ratkaista, silla I(t) = N — S(t):

I=pIN-§-D)=rI(1-%),

missd K = N — % ja r = BK. Oletetaan nyt , eli etta terveh-
tymisintensiteetin ja sairastuvuusintensiteetin suhde on populaation
kokoa pienempi.

Logistinen yhtilo!

Sille jo osoitimme (kun K > 0), etta

lim I(t) = K.

t—oo

Tauti on siis endeeminen, eli sita esiintyy populaatiossa jatkuvasti,
suurinpiirtein yhta paljon. (Esim. klamydia Suomessa.)



SIR-malli

» Kun terve yksil6 sairastuu, han siirtyy luokasta S luokkaan I.

» Kun sairas yksilo tervehtyy, han siirtyy luokasta I luokkaan R.
Immuunina yksiléné héan ei voi sairastua uudelleen, vaan pysyy
luokassa R. 3

Mallin matemaattiset oletukset:
» Populaation koko on vakio N > O:
S(t)+I(t) +R(t)=N Vt>o0.
> Sairas yksil6 toipuu intensiteetilld o > 0, nyt immuuniksi:
vso| |
)S(t)

S(t) — al(t)

5(t) =
i (

Differentiaaliyhtédlosysteemi!

SVaihtoehtoisesti voidaan tulkita, ettd yksilé on kuollut sairauteen, jolloin han
luonnollisesti pysyy kuolleiden luokassa R.
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SIR-mallin ratkaisu

Koska alimmasta yhtilésta R = ol selviaa yksinkertaisella integroin-
nilla R heti, kun I on tunnettu, riittda tarkastella kahta ylinta yhtaloa

S(t) = —pI(t)S(t)
I(t) = +BI(t)S(t) — al(t)

Huomataan, etta
S(t)=0 < I(t)=0taiS(t)=0
ja lisaksi
t
S(t)=0 = S=0 = I(t)=he ™ = R() :Ro—i—a/ Tpe ™ dt
(o]
It)=0 = I=0 = S=5 ja R=R.

Siis, jos S(t) = 0 jollakin t, 16ydetain ongelman taydellinen ratkaisu.



SIR-mallin ratkaisu: muuttujan t eliminointi
Edellisen nojalla voidaan olettaa, ettd S(t) # O kaikilla t > 0.
Ts. funktiolla S = S(t) on olemassa kééinteisfunktio ¢t = ¢(S), jolle

g — 1 .o 1 w2 A1,
O=5uE) ¢ = By M "B
Siispa*
BIE(S))S — al((S)  I(K(S)  d
“As)s s@(s) as )
eli
%I(t(s)) — 14 %é

Integroimalla puolittain ([ -+ dS)
I(£(S)) — I(t(So)) = So — S + %(ms —InSp).
Alkuehdosta S(0) = Sy seuraa t(Sg) = t(S(0)) = 0. Kun viela I(0) = I,

I(t(S)) = (I + So — %mso) —s+ %ms.

4 in I —didt _ d
Lyhyemmin 7 = 345 = as5°



Sijoittamalla S = S(t) (palautetaan alkuperdinen muuttuja), saadaan®

Hw=m+&—5m%%sw+3maw

Tama voidaan periaatteessa sijoittaa yhtalééon S = —[3SI ja ratkaista
S, sitten vuorostaan I ja R...

Nyt tunnetaan kuitenkin jo alkuarvotehtdvian S(0) = S, I(0) = Iy
ratkaisukiyridn (S(t),I(t)) ura tasossa R?. Se on nimittain funktion®

« «
1:@+&—Bm&%s+ﬁms

kuvaaja. Kaytannossa tietenkin rajoitutaan alueeseen S > 0, I > 0.

Yksittaista pistetta (S(to), I(to)) ratkaisukidyrian uralla kutsutaan sys-
teemin tilaksi hetkelld ¢,. Differentiaaliyhtalésysteemi siis kertoo, kuin-
ka systeemin tila muuttuu ajan funktiona, yhdesta hetkesta toiseen.

Tata emme viela selvittaneet SIR:lle. Harjoituksissa sitten! ©

5t(S(t)) = t, silla t(S) ja S(t) ovat toistensa kaanteisfunktioita.
6] on tassi lausuttu S:n funktiona.



