Differentiaaliyhtalot I
Luento 3

Ensimmaisen kertaluvun yhtélot (osa 3)
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Eksaktit yhtalot ovat melko yleisia
Tahan mennessa on kasitelty
> separoituvia yhtéalsita y' = p(x)q(y)
» 1. kertaluvun lineaarisia yhtalsita y’ + p(x)y = g(x) (LY)

> eksakteja yhtalsita M(x,y) + N(x, y)y = O missa %—M = Z—N .
y X

Osoittautui, etta separoituva yhtidloé on aina ekstakti.

LY ei aina ole eksakti, mutta se palautuu aina eksaktiksi:

> Integroiva tekija u(x) = e/ P04 ; kerrotaan LY puolittain silli:
LY & w+ppy=pq < () =pq
& —pg+(py) =0

> Merk. z(x) = u(x)y(x). Kun M(x, z) = —u(x)q(x) ja N(x, z) = 1,

oM _
oz

_oN

0=—|.
Ox

LY & M(x,z)+N(x,z)zZ =0 missa




Yhtalén M(x, y) + N(x, y)y = 0 palautus eksaktiksi

Ei onnistu aina!

Yritetdédn etsié integroiva tekija u(x), jolle uM + uNy' = O on eksakti.

Eksaktisuusehto:
O(pux)M(x,y)) _ I(u(x)N(x,y))
Jy Ox
& ) P — oG y) + (0 P
o ) PEEY ) P o,y
e () = s (P - PR

Jos funktio (oletetaan maaritellyksi)

1 OM(x, ON(x,
h(x) = (x,y) _ ON(x,y)
N(x,y) Oy Ox
riippuu vain x:stéd eiké lainkaan y:sté, niin saatiin

W (x) = h(x)u(x) eli |p(x) = el "I,




Lause (Yhtalé M(x, y) + N(x, y)y = O eksaktiksi)

Olkoot M ja N jatkuvasti derivoituvia reicttémdssd alueessa D C R2.
- Jos funktio

T N(x,y) dy Ox
riippuu vain x:std, niin yhtdalélld on integroiva tekijé

ho) = — (8M(x7y>iazv<x,y))

M(X) _ ef h(x) dx

)

Jjolle uM + uNy' = O on eksakti.

- Vastaavasti, jos funktio

9(y) =

1 (8N(x7 y)  oM(x, y))
M(x,y) Ox Jdy

riippuu vain y:std, niin yhtdalélld on integroiva tekijéi

p(y) = el 9w v,

Tod: %34) — % = ... = (uh — /)N = 0. Eksaktisuuslause.!

ILause oli muotoiltu reiattémalle suorakaiteelle, mutta reiatén alue riittaa.
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EsimerkXKi (sivu 1/2)
Yhtalo
M+ Ny = (x + 3x*siny) + (x*cosy)y’ = 0
ei ole eksakti. Mutta
1 /M ON —x3cosy 1
N\Jdy O0Ox x4 cosy X
riippuu vain x:sté, joten edellinen lause patee. Integroiva tekija on

1

—efnax _ = [idx _ o—Inlx] _ -
uix)=e e e Ty

(x #0).
Kerrotaan yhtéld puolittain p(x):114:

(1+3x%siny) + (x®cosy)y =0 (x> 0)
—(1+3x?siny) — (x®cosy)y =0 (x < 0)

eli lyhyemmin
(1+8x*siny) + (x*cosy)y’ =0 (x #0).

Tama yhtilo on eksakti itse asiassa alueessa D = R2.



EsimerkXKi (sivu 2/2)
Edellisen sivun eksakti yhtalo:

M+ Ny = (1 +3x*siny) + (x*cosy)y =0 (x #0).

Potentiaali: (nyt on helpompi integroida | M dx kuin [ N dy)

F(x,y) :/de+:x+xssiny+g(y).

Toisaalta potentiaalille patee

. 9F
N=72 = x® cosy = x° cos y + g'(y)
y

& Jdy =0 & g(y) = vakio.
Siis F(x, y) = x + x® sin y + vakio. Implisiittiratkaisu on
Fx,y)=C & x+x’siny=C (x#0).

Saadaanko tasta kaikki alkuperaisen yhtalén ratkaisut? Jaettiin
x:11a, joten ainoa ongelmakohta voi olla x = 0. Sen ymparistossa
(x = 0) ratkaisut ovat molemmille yhtaléille samat ja jatkuvat.



Sijoitukset ja muunnokset

Yll4 tehtiin muunnos z(x) = u(x)y(x), joka palautti LY:n eksaktiksi.

Yleisemmallekin?® muotoa M(x,y) + N(x,y)y’ = O olevalle yhtaldlle
I6ytyi integroiva tekija ja muunnos, joka palautti sen eksaktiksi.

Kaikki 1. kertaluvun yhtal6t eivit ole separoituvia, lineaarisia tai ek-
sakteja. Joskus ne palautuvat sellaisiksi sijoituksella/muunnoksella.

Kasitelladn nelja erikoistapausta:

1. Bernoullin yhtaloét y + p(x)y = q(x)y*

. Tasa-asteiset yhtalst y = f(¥)

2

X
3. Y =f(ax+ by)
4

) y/ :f( a1x+b1y+cl)

wxthuto (tasa-asteiseksi palautuva)

Tarkoitus on siis soveltaa jo opittuja ratkaisumenetelmia yha
laajempaan differentiaaliyhtaléiden joukkoon!

2Ei kuitenkaan kaikille yhtaléille M(x, y) + N(x,y)y’ =0 !!



Bernoullin yhtilét y' + p(x)y = q(x)y*
» ) € R on parametri. Oletetaan A\ # 0, 1. (Miksi?)
pja qjatkuvia.
Jos A > 0, niin triviaaliratkaisu y = 0.
Kun y > 0, OY-lause patee. Tapaus y < O riippuu A:n arvosta.
Niille ratkaisuille, joille y(x) # O, on ekvivalentti yhtalé

y Y+ p(x)y T = q(x) 1)

Yhtalo (1) ratkeaa sijoituksella
2(x) = y(x)' .
Saadaan nimittain z:aa derivoimalla

Z(x) = (1= Ny(x) Y (x)
& fl)\z’ + p(x)z = q(x)

Lineaarinen yhtilo!



Tasa-asteiset yhtilot y' = f(¥)

» Funktio g(x, y) on tasa-asteinen, jos g(tx, ty) = g(x,y) Vt # 0.

» Harjoitus: Funktio g(x, y) on tasa-asteinen = se riippuu vain

osamaaran ¥ arvosta, kun x # 0, eli g(x, y) = f(¥).

> OY-lause patee, jos f on jatkuvasti derivoituva.

Yhtalo ratkeaa sijoituksella
WY oy =x2(x), x#o.
X

Saadaan nimittdin yhtaléa y(x) = x z(x) derivoimalla

Y(x)=z(x)+x2Z(x) & f({)=z+x7Z & [f(z)=z+x7
S(z)—z

X

s 7=

Separoituva yhtalo!



Muotoa y = f(ax + by) olevat yhtilét
> Oletetaan, ettd b # 0. (Miksi?)

» OY-lause patee, jos f on jatkuvasti derivoituva.

Yhtalo ratkeaa sijoituksella
1
z(x)=ax+bylx) < y= E(Z — ax).

Saadaan nimittéin yhtaléd y = 1 (z — ax) derivoimalla

V= -a) & J@=iZ-a & Z=aty@

Separoituva yhtalo!

10/12



axt+biyta )
azx+bay+cy

» Tehdaan oletukset ay, by, ay, by # 0, jotta késittely lyhenee.

> Muihin tapauksiin puree yksinkertaisempi menettely.

Tasa-asteiseksi palautuvat yhtalét y' = f(

Muunnetaan seki x ettad y: (o, § parametreja, jotka valitaan alla)

x=t+a
ylx) = z(x —a) + = 2(t) + ¢
Huomaa, ettd y'(x) = z/(x — o)) = Z/(t). Lisaksi

arx + bry(x) + ¢ = art + brz(t) + ara + b + cx k=1,2.
—_————

=077

Jos todella aia + b3 + ¢, = 0, niin saatiin
1t+byzy 1t+bhiz/ty
7 = f(LER) = (22 = g(2) (1#0).

Tasa-asteinen yht&lo!
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Pyritdan nyt valitsemaan «, § niin, ettd aia + b + ¢ = 0. Siis
alO(—Fb]ﬁ—FCl:O |b2
a201+b26+C2:O |b1

josta
(albz — azbl)Oé + (b2C1 - bICQ) =0.

Samoin
—(albg — azbl),@ + (Cl2C1 — alcz) =0.

Siispa « ja ( 10ytyvat, jos‘ ayby — aghy # 0 ‘

Jos kuitenkin‘ arby — agb; =0 ‘ niin % _ b

=n = d eli alkuperdinen
yhtalé on valmiiksi muotoa

+biy+ d(apx+byy)+
Y :f(Z;ier;ngz;) =S ((a:zxx+b2yy))+c?) = g(axx + bay),

joka palautui jo aiemmin separoituvaksi.
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