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Lokaali olemassaolo- ja yksikasitteisyyslause (OY-lause)

Olkoon D tason R” alue, ja olkoot funktio f = f(x,y) sekd sen osit-
taisderivaatta g—{’ jatkuvia siind. Olkoon (xo, Yo) € D.

(a) Talloin alkuarvotehtavillda (AAT)

Y (%) =f(xy), yx)=yo,
on jollakin avoimella valilla I maaritelty ratkaisu! y: I —R.[Jaxy € 1]

(b) Olkoon xy € I; N I, ja olkoot y; : I, — R (k = 1,2) kaksi kyseisen
AAT:n ratkaisua, jotka kulkevat D:ss# [eli (x, yx(x)) € D Kkaikilla x € I,
k = 1,2]. Tallsin

yl(x) = yg(X) VxeLNk.

» Todistus: Diffis II

!Ratkaisu on jatkuvasti derivoituva. Miksi?



Poistumislause
Olkoon D tason R? alue, ja olkoot funktio f = f (x, y) seké sen osittais-
derivaatta c% jatkuvia siind. Olkoon (xo, Yo) € D.

(a) Talloin alkuarvotehtavalla (AAT)

y/(x) :f(X, y)a y(XO) = Yo,

on maksimaaliratkaisu y : I — R, jolle ratkaisukayra {(x, y(x)) :
x € I} kulkee alueessa D, ja sen hinnit poistuvat kyseisen alueen
reunalle.

(b) Maksimaaliratkaisu y : I — R on yksikésitteisesti méaaratty, ja
kaikki muut AAT:n ratkaisut D:ssé ovat sen rajoittumia.

» Todistus: Diffis II



Separoituvat differentiaaliyhtalét

Maaritelma 1.4
Ensimmaisen kertaluvun DY on separoituva, jos se voidaan Kirjoittaa
muodossa

Y = p(x)q(y),

missa p ja q ovat tunnettuja yhden muuttujan funktioita.

Kysymys (pohdi naapurin kanssa)

Mitka ovat luonnolliset oletukset funktioista p ja q? (Miksi?)

EsimerkKki
Radioaktiivisen hajoamisen esimerkki on separoituva:

missd



Separoituvan yhtalén y' = p(x)q(y) ratkaiseminen
Olkoon p jatkuva ja g jatkuvasti derivoituva. (Miksi?)

(1) Jokaista g:n nollakohtaa y, vastaa triviaali ratkaisu:
y=0 <= y=uyo

(2) Oletetaan seuraavaksi, ettd g # 0 jollakin valilla. Kyseisella valilla
ratkaisun y = y(x) on toteutettava

() = p(x)a(y bl
yix)
oty = [ @
Toisaalta,
[ AN e ()
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Usein kirjoitetaan vain lyhyesti

/%y)dy:/p(x)dx—kc.

Tama on helppo muistaa “kertomalla yhtalo ristiin

r(x)q(y)

y =
ay p(x)a(y)
——dy

) = p(x) dx

seka lisdamalla integraalimerkit ja vakio



Esimerkki
Yhtalé

Y =xy
on separoituva: p(x) = x ja q(y) = y. Liséksi p on jatkuva ja q jatku-
vasti derivoituva, joten OY-lause patee.
(1) Triviaaliratkaisu: y = O.
(2) Muut ratkaisut:
dy
T
1
—dy = xdx
y

/ ldy = / x dx
y
Inly| = fx +C, C€eR
ly| = e2 ¥l = e, Gy >0
y=Cger™, C3#0.
Triviaaliratkaisu voidaan talla kertaa yhdistaa edelliseen:

y= Ce%xz, ceR.



Ensimmaisen kertaluvun lineaariset yhtalot (LY)

» Standardimuotoinen LY

Y (%) + p(x)y(x) = q(x) |

» L:y+— y + py on lineaarinen differentiaalioperaattori:
L(yi + ) =Lyi + Ly>  ja  L(ay) = aL(y).

» LY & Ly=q < (Ly)(x) =aqlx)

» Homogeeniyhtilé (HY) ‘ y'(x) + p(x)y(x) =0 ‘
»HY & Ly=0 & (Ly)(x)=0

Etsitiin Integroiva tekijé 1 (x):
Halutaan kirjoittaa LY integroituvassa muodossa (uy)’ = pg. Silloin

i) = ([ natx) ax-+ )




Integroiva tekija p(x): Vaaditaan

(ny) =pg < Y +py=q
Wy+py =pg < p(y +py) =pg (1(x) # 0)

Néin on, jos p ratkaisee separoituvan yhtélén p/ = pp. Valitaan

— e/ p(¥)ax

f1(x)

Sijoittamalla yleiseen ratkaisuun,

) = ([ nato ax -+ )

o |yx) = e JP¥Iax 4 o= [plx)ax / ol P g ()

> Alkuarvotehtéaville kaikki integraalit korvataan maaratyilla

integraaleilla f): ... dt. (Luentomoniste.)



Lause (Superpositioperiaate HY:1le)

Jos y; ja ys ovat HY:n ratkaisuja, niin myds y = ay, + by, on ratkaisu.

Todistus.
HY Ly = O toteutuu, koska L on lineaarinen operaattori. (Tarkista!) [

Lause (LY:n ratkaisujen ja HY:n ratkaisujen suhde)
LY:n kaikki ratkaisut saadaan lauseklkeesta

y(x) = Cyo(x) + y1(x), CeR.
Tassd Cyg on HY:n yleinen ratkaisu, y; on LY:n jokin yksittdisratkaisu.

Todistus.
- Seuraa L:n lineaarisuudesta; lue monisteesta!
- Tulos todistetaan my0s harjoitustehtavana. O
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Esimerkki LY: y + 2y = 3¢&*

» HY:n y + 2y = 0 yleinen ratkaisu saadaan separoimalla:
y(x) = Cce™?*, CeR.

» Etsitdén LY:n yksi erityisratkaisu yritteella y(x) = Ae~.
(Vrt. epAhomogeeninen termi 3e*.)

Yy +2y=Ae"+24e* =3e" & B8Ae*=3e" & A=1.

» LY:n kaikki ratkaisut ndiden summana:

ylx) =Ce > e, CeR, xcR
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Eksaktit yhtalst

Monet 1. kertauluvun differentiaaliyhtélét voidaan palauttaa muotoon

| M(x,y) + N(x,y)y = 0| (1)

Olisi erityisen mukavaa, jos vasemman puolen olisi muotoa
d
M(x, y(x)) + N(x, y(x))y' (x) = ——F(x, y(x))
jollakin funktiolla F(x,y) : Silloin 16ydetidsn implisiittiratkaisut

£ R, y(x) = MOx, () + Ne y(0)y (x) = 0
& | F(x,y(x))=C|, CeR.

Huomaa derivoimiskaava

APl () = G (% ulx) + (% ub) (),

dx
Olisi riittavaa siis 16ytia sellainen potentiaali F(x, y), etta
OF Mo OF N ©
- = a —_—
ox 7 oy




Maaritelma
Yhtdlo (1) on eksakti alueessa D C R2, jos on olemassa kahdesti jat-
kuvasti derivoituva F : D — R, jolle pditee (2) kaikilla (x,y) € D.

Lause (Eksaktisuuslause)

Olicoot M(x,y) ja N(x,y) jatkuvasti derivoituvia funktioita suorakai-
teen muotoisessa, reidttémissi alueessa R C R2. Tdallsin yhtdalémme
M(x,y) + N(x,y)y’ = 0 on eksakti tarkalleen silloin, kun

oM ON
aiy(xa y) - a()g y) v (X, y) €R.

Téamd on nk. eksaktisuusehto.

Esimerkki (Separoituva yhtélo on eksakti)

Yhtdlslld y' = p(x)q(y) on triviaaliratkaisu y = yo jokaisessa g:n nolla-
kohdassa yo. Muutoin voidaan kirjoittaa

1
Y =px)qly) & px)——=y =M+Ny =0.

a(y)

Eksaktisuusehto: 0M /0y = 0 = ON/0x.



Eksaktisuuslauseen todistus
(i) Jos potentiaali F on olemassa, niin eksaktisuusehto patee:
oM  9°F  9°F 0N
dy  Oydx Oxdy Ox’

(ii) Jos eksaktisuusehto OM/Jy = ON/Ox pétee: Olkoon (xg,Yo) € R
jokin piste suorakaiteessa. Voidaan maaritella potentiaali

F(x,y):/XM(s,y)ds+/yN(xo,t)dt:/XM(s7y)ds+g(y)

Nahdaan derivoimalla, etta
OF
Ox

ja eksaktisuusehto muistaen myds, etta

(x,y) = M(x,y)

OF

afy(x,y) = /):%Ig(s,y)derN(xO,y) = /X@(s,y)$+N(m7y)

w OS
= N(x,y). O



Loysimme potentiaalin

F(x,y):/XM(s,y)dS+/yN(><o,t)dt:/XM(s7y)ds+g(y)

Yo Xo

Yhta hyvin olisi voitu méaaritellda

’ N(x,t)dt = h(x) + /y N(x,t)dt

Flx.y) = / M(s, yo) ds +
Xo Yo Yo

Se kumpaa kannattaa kayttaa, riippu ongelmasta:

» Jos on helpompaa laskea integraali f; M(s, y) ds, kiytetdan
ensimmaista.

» Jos on helpompaa laskea integraali fyyo N(x, t) dt, kiytetdan
jalkimmaista.



