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Johdanto: Mika on differentiaaliyhtal6?

Ehdotuksia?

» Yhden tuntemattoman “tavanomainen” yhtalo:
» Esim. ay® 4+ by + ¢ = 0 ; ratkaise luku y.
>y:7bi7 VZZZHL“C (a#O.b2—4ac>O)
> Yleisemmin, olkoon F : R — R jokin funktio.
Yhtilsé F(y) = O ; ratkaise luku y.

» Funktionaalinen yhtalo:
» Esim. x> + y> — 1 = 0 ; ratkaise y muuttujan x funktiona.
>y:y(x):im —1<x<1
» Yleisemmin, olkoon F : R? — R jokin funktio.
Yhtdlé F(x,y) = O ; ratkaise y muuttujan x funktiona.
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Differentiaaliyht#lo:

> Sisaltda myds y:n derivaattoja x:n suhteen.
» Esim. y + 2y — 3e* = 0 ; ratkaise y muuttujan x funktiona

> y=y(x) =Ce ¥+ ¢&* (C € R mielivaltainen vakio)

Ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtlo:

» Olkoon F : R* — R jokin funktio.
Yhtils F(x,y,y’) = 0 ; ratkaise y muuttujan x funktiona

Korkeamman kertaluvun (n = 2, 3, .. .) differentiaaliyhtalo:
» Olkoon F : R®™™ — R jokin funktio.

F(x,y, Y, .., y™ ) = 0 ; ratkaise y muuttujan x funktiona
» Merkinnat: y = &, ¢’ = % ..... y = %.

Usein F on madsritelty vain euklidisen avaruuden (R, R2,...)
osajoukossa, ei koko avaruudessa.

X ja y ovat aina skalaareja (ei vektoreita).



Differentiaaliyhtaloille(kdan) ei ole olemassa mitdan yleispatevaa
ratkaisumenetelmaa.

Kurssilla opimme

> tunnistamaan tietyt ratkeavat erityistapaukset
> ratkaisemaan ne

Kasittelemme tiettyja

> ensimmaisen kertaluvun yhtaléita F(x, y,y’) =0
> toisen kertaluvun yhtalsita F(x,y,y’,y”) = 0

Tavanomainen ratkaisustrategia on palauttaa - erilaisin keinoin -
differentiaaliyhtéld integroituvaan muotoon

¥ =s) e o= [riax.
Usein on tyydyttava myos implisiittiratkaisuun, eli yhtalé6n

flx,y) =0,

joka ei siis ole kuitenkaan differentiaaliyhtalé.



Mita iloa differentiaaliyhtdléista on?

» Differentiaaliyhtilé F(x, y,y,y") = 0 kytkee toisiinsa
> muuttujan x
> ”7aika”
> selvitettdvan suureen y
> ”polkupyoran sijainti hetkella x”
» y:n muutosnopeuden y' = %
> ”polkupyéran nopeus hetkella x”

» y:n muutosnopeuden muutosnopeuden iy’ = 4 = 4Y
> “polkupyoéran kiihtyvyys hetkella x”

Tehtava on siis selvittad relaatioon F(x, y,y’,y”’) = 0 perustuen,
missa polkupyora sijaitsee kullakin ajanhetkella x.
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Lammittelyesimerkki

Liisa ajaa polkupydrilld. Pyéra kulkee ensin nopeudella v, kithdyttden sitten 10 sekunnin
ajan vakiokithtyvyydellé a. Kuinka pitkén matkan Liisa kulkee kithdytysjakson aikana?

Ratkaisu: Merkitdan kiihdytykseen kulunutta aikaa x:114 ja sen aikana kuljettua matkaa
y:lla. Patee siis alkuehto

y'(0)=v.
Pyoran nopeus hetkelld x saadaan ratkaisemalla

o = foaosa

Koska C; = v (miksi?), pyéran sijainti hetkella x saadaan ratkaisemalla

1
o = fort vac= dort v

10 sekunnin aikana kuljettu matka on siis

1
y(10) — y(0) = 7% 102 + v- 10+ C — Cy = 50a + 10v. O
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Monisteen esimerkki 1.1 (Radioaktiivisuus)

Radioaktiivisen naytteen sateilyn voimakkuutta mitataan naytteessa
tapahtuvien ytimien hajoamisten lukumaaralla sekunnissa. Suuretta
kutsutaan aktiivisuudeksi ja sen symboli on A. Merkitaan aikaa t:1a.

Aktiivisuuden aikakehitysta kuvaa (fysiikasta tunnettu) yhtalo
A'(t) = —KA(t). (1)

Téssa k on kyseiselle aineelle ominainen vakio. Oletetaan, ettd A(t) > 0
joka ajanhetkella t, ja ettd k > O (tulkinta?).

Oletetaan, ettd Geiger-mittarilla on saatu selville

A(0) = Ao. 2)

Ratkaistaan yhdessa taululla alkuarvotehtivi (1)-(2).



Yleista teoriaa

Maéaritelma 1.1
(a) Olkoon F avaruuden R*2 osajoukossa maaritelty annettu
reaaliarvoinen funktio. Yhtalo

F(x7y7y/a"'ay(n))zo [3)
on differentiaaliyhtdlo (DY), jonka kertaluku on n.

(b) Olkoon f avaruuden R osajoukossa maaritelty annettu
reaaliarvoinen funktio. Kertaluvun n differentiaaliyhtalo

y(n) :f(x7 y7 y/7"’7y(n_1)) (4)
on normaalimuotoinen.

(c) Vahintdan kertalukuun n asti derivoituva yhden reaalimuuttujan
funktio y = y(x) : I — R on DY:n (3) (tai (4)) ratkaisu valilla I C R, jos
(3) (tai (4)) toteutuu kaikissa pisteissa x € I.

(d) valilla I méaariteltyjen DY:n ratkaisujen joukkoa, joka riippuu
kertaluvun n mukaisesti n:sta vapaasti valittavasta oleellisesta
parametrista, kutsutaan yleiseksi ratkaisuksi valilla 1.



Lokaali olemassaolo- ja yksikasitteisyyslause (OY-lause)

Olkoon D tason R” alue, ja olkoot funktio f = f(x,y) sekd sen osit-
taisderivaatta g—{’ jatkuvia siind. Olkoon (xo, Yo) € D.

(a) Talloin alkuarvotehtavillda (AAT)

Y (%) =f(xy), yx)=yo,
on jollakin avoimella valilla I maaritelty ratkaisu! y: I —R.[Jaxy € 1]

(b) Olkoon xy € I; N I, ja olkoot y; : I, — R (k = 1,2) kaksi kyseisen
AAT:n ratkaisua, jotka kulkevat D:ss# [eli (x, yx(x)) € D Kkaikilla x € I,
k = 1,2]. Tallsin

yl(x) = yg(X) VxeLNk.

» Todistus: Diffis II

!Ratkaisu on jatkuvasti derivoituva. Miksi?



Poistumislause
Olkoon D tason R? alue, ja olkoot funktio f = f (x, y) seké sen osittais-
derivaatta c% jatkuvia siind. Olkoon (xo, Yo) € D.

(a) Talloin alkuarvotehtavalla (AAT)

y/(x) :f(X, y)a y(XO) = Yo,

on maksimaaliratkaisu y : I — R, jolle ratkaisukayra {(x, y(x)) :
x € I} kulkee alueessa D, ja sen hinnit poistuvat kyseisen alueen
reunalle.

(b) Maksimaaliratkaisu y : I — R on yksikésitteisesti méaaratty, ja
kaikki muut AAT:n ratkaisut D:ssé ovat sen rajoittumia.

» Todistus: Diffis II
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Separoituvat differentiaaliyhtalét

Maaritelma 1.4
Ensimmaisen kertaluvun DY on separoituva, jos se voidaan Kirjoittaa
muodossa

Y = p(x)q(y),

missa p ja q ovat tunnettuja yhden muuttujan funktioita.

Kysymys (pohdi naapurin kanssa)

Mitka ovat luonnolliset oletukset funktioista p ja q? (Miksi?)

EsimerkKki
Radioaktiivisen hajoamisen esimerkki on separoituva:

missd
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Separoituvan yhtalén y' = p(x)q(y) ratkaiseminen
Olkoon p jatkuva ja g jatkuvasti derivoituva. (Miksi?)

(1) Jokaista g:n nollakohtaa y, vastaa triviaali ratkaisu:
y=0 <= y=uyo

(2) Oletetaan seuraavaksi, ettd g # 0 jollakin valilla. Kyseisella valilla
ratkaisun y = y(x) on toteutettava

() = p(x)a(y bl
v (x) _
gy &= [ P
Toisaalta,
1 dHYx) oY)
W= [ 2 = ey (0 = L
eli
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Usein kirjoitetaan vain lyhyesti

/%y)dy:/p(x)dx—kc.

Tama on helppo muistaa “kertomalla yhtalo ristiin

r(x)q(y)

y =
ay p(x)a(y)
——dy

) = p(x) dx

seka lisdamalla integraalimerkit ja vakio



Esimerkki
Yhtalé

Y =xy
on separoituva: p(x) = x ja q(y) = y. Liséksi p on jatkuva ja q jatku-
vasti derivoituva, joten OY-lause patee.
(1) Triviaaliratkaisu: y = O.
(2) Muut ratkaisut:
dy
T
1
—dy = xdx
y

/ ldy = / x dx
y
Inly| = fx +C, C€eR
ly| = e2 ¥l = e, Gy >0
y=Cger™, C3#0.
Triviaaliratkaisu voidaan talla kertaa yhdistaa edelliseen:

y= Ce%xz, ceR.
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