Differentiaaliyhtalot I
4. harjoitustehtavat
(14 tehtévdd, max 40 pistettd)

28. elokuuta 2014

Tehtava 1. Tutkitaan 2. kertaluvun lineaarista homogeeniyhtalod y” +p(z)y +q(z)y = 0,
missé p ja ¢ ovat jatkuvia valilld I. Osoita:

(a) Jos (y1,y2) on perusjérjestelmé, niin myos (y; +ys, y1 — y2) on. Perusjérjestelma siis
ei ole yksikésitteinen. (1 p)

(b) Jos (y1,y2) ja (21, 22) ovat perusjirjestelmié, niin z; ja zy ovat funktioiden y; ja yo
lineaarikombinaatioita. (1 p)

Tehtava 2. Yhtalolld ¢y — y = 0 on perusjérjestelma (y;,y2) = (e*, e ") koko reaaliak-
selilla I = R. Havaitaan, ettd y;(0) = y2(0) = 1, eli ratkaisukdyrdt leikkaavat pistees-
sd (0,1). Onko tdmé ristiriidassa (toisen kertaluvun lineaaristen yhtéléiden) olemassaolo-
ja yksikasitteisyyslauseen kanssa? (2 p)

Tehtava 3. Ratkaise seuraavat tehtavat:
(a) " =8/ +7y=0 (2p)
(b) ¥" =y +7y=0 (2p)

(c¢) y" — 6y + 9y = 0 alkuehdolla y(0) =1, ¥'(0) = -2 (2 p)

Tehtédva 4. Ratkaise yhtalo y” +sin(z)y’ =0. (2 p)

Tehtava 5. Maarita annetulle yhtélolle ja vilille perusjarjestelma:
Ly —1y+Ly=02¢€(0,00). Erds ratkaisu on yy(z) =z. (2 p)

2. 2y — (z+ 1)y +y =0, x € (0,00). Eréis ratkaisu on y;(z) = e*. (2 p)



Tehtdva 6. Palataan ensimmaéisen kertaluvun lineaariseen yhtdlon y' + p(z)y = ¢(x),
missd p ja q ovat jatkuvia valilla /. Homogeeniyhtal6lla on sellainen ratkaisu y; : I — R,
ettd y;(z) # 0 kaikilla = € I ja ettd kaikki ratkaisut sisdltyvéit yleiseen ratkaisuun Cy;.

(a) Etsi y; integroivan tekijan menettelylld. (Kertaus on opintojen &iti!) (1 p)

(b) Etsi (epdhomogeenisen) lineaarisen yhtalon kaikki ratkaisut vakion varioinnilla. (1 p)

Tehtava 7. Etsi yhtéalon y” —2y'+y = 8e” erityisratkaisu parametrein varustetun yritteen
menetelmélld. (2 p)

Tehtavi 8. Ratkaise vakion variointia kiyttden alkuarvotehtava y”+y = 4sinz, y(0) = 3,
y(0)=-1. (2p)

Tehtava 9. Tarkastellaan epahomogeenista yhtaloa y” —y = e® (LY). Vastaavalla homo-
geeniyhtdlolld on perusjirjestelmé (yq1,y2) = (e*, e ). Etsi vakion varioinnilla yht&lén LY
kaikki ratkaisut. (2 p)

Lopuissa tehtévissa tutkitaan fysiikkaan liittyvia sovelluksia. Tehtéavien ratkaisemiseksi
fysiikan tuntemus ei kuitenkaan ole tarpeen; kurssilla opitut asiat riittdvat hyvin.

Tehtéava 10. (Energiaperiaate) Oletetaan, ettd kappale liitkkuu z-akselilla ja siithen vai-
kuttaa vain kappaleen sijainnista x riippuva (eli konservatiivinen) voima F' = F'(z). New-
tonin toisen lain mukaan F' = ma, missa m (vakio) on kappaleen massa ja a(t) = Z(t) on
sen kiihtyvyys ajanhetkelld ¢. Toisin sanoen saadaan toisen kertaluvun differentiaaliyhtalo

Kappaleen liike-energia on tunnetusti K () = $mi(t)?. Toisaalta potentiaalienergian V (z)

ja voiman F(z) vililli on yhteys £V (z) = —F(z). Osoita, etté kokonaisenergia E(t) =
K(t) + V(x(t)) on itse asiassa ajan suhteen vakio. (2 p)

|[Energiaperiaatteeseen palataan Tehtéavissa 13.]

Tehtidva 11. (Kvanttimekaaninen hiukkanen laatikossa) Pisteméinen hiukkanen,
jonka massa on m ja liike-energia E (positiivisia vakioita), on rajoitettu liikkumaan z-
akselin vélilld [0, 1] "laatikkomaisen” potentiaalin

_J0o, xe€]0,1]
Viz) = {oo, x ¢ [0,1]

vaikutuksesta. Klassisen mekaniikan mukaisesti hiukkanen poukkoilisi edestakaisin vé-
lin [0, 1] padtepisteiden valilla. Kvanttimekaniikassa puolestaan hiukkasen kiyttaytymista
kuvaa nk. aaltofunktio ¢ (z). Se toteuttaa Schrodingerin yhtalon
hz 1
ol @) = (B = V(@)o(e) = BéG), € [0,1]
Téssd i > 0 on Planckin vakio. Potentiaalin muoto pakottaa ehdon ¢ (z) = 0 aina kun
z<0talizx>1.



(a) Etsi ensin Schrodingerin yhtélon kaikki ratkaisut valilla [0,1]. (2 p)
(b) Méérita ne ratkaisut, jotka toteuttavat ehdon ¢(0) =0. (1 p)

(c) Aaltofunktio ¢ ei saa olla identtisesti nolla. Maaritd nyt kaikki sellaiset energian
arvot F = E, (n = 1,2,...), jotka toteuttavat ehdon ¢ (1) = 0 aiemman ehdon
¥(0) = 0 lisdksi. (Ilmiotd, ettd E voi saada vain diskreettejd arvoja, kutsutaan
energian kvantittuneisuudeksi.) (1 p)

Tehtdva 12. (Kvanttimekaaninen harmoninen oskillaattori) Jos edellisen tehté-
viin potentiaali onkin kvadraattinen koko reaaliakselilla R, V(z) = 2%, kuvaa malli nk.
harmonista oskillaattoria® (eli vérihtelijid). Schrodingerin yht#lé voidaan silloin tietyin
muunnoksin kirjoittaa muodossa (Hermiten yht&lo)

y' —2zy + My =0.

Téssd A € N on parametri. (Yhtdlon ratkaisut tunnetaan Hermiten polynomeina.) Ta-
pauksessa A = 4 on eriis ratkaisu y;(z) = 1 — 22?; etsi saman yhtélon perusjirjestelmé

vililld (-, 55). (2 p)

Tehtévi 13. (Energiaperiaate ja epélineaarinen DY) Energiaperiaatetta voidaan so-
veltaa muotoa y” = F(y) oleviin yht#loihin, vaikkei kyseessé olisi varsinaisesti fysikaalinen
sovellus. Energiaperiaate kertoo, ettd médrittelemilld integraalifunktio G(y) = [ F(y) dy,
“energia” on vakio:

Y = 6y° . (1)

(a) Etsi energiaperiaatetta kiyttden yhtdlon (1) ne ratkaisut, joille vakio K = 0. (Ol-
koon G:n integroimisvakio 0 — sehén voidaan siséllyttad aina K:hon.) (2 p)

(b) Péteeko yhtalolle (1) superpositioperiaate, eli onko kahden ratkaisun mielivaltainen
lineaarikombinaatiokin ratkaisu? (Perustele aina miksi!) (1 p)

(c¢) Luennolla késiteltiin OY-lause my®s 2. kertaluvun yhtéaléille tietyin oletuksin. Lause
on siinéd mielessé globaali, etté se takaa ratkaisun olevan mééritelty kaikilla x (tietyl-
14 vélilla T). Kohdassa (a) loydetéaén toisaalta ratkaisuja, jotka eivét ole méariteltyja
jokaisessa pisteessi x, vaikka yhtdlo (1) ndyttaéd hyvin yksinkertaiselta (siiné ei esim.
ole z:sta riippuvia tekijoitd lainkaan). Miten "ristiriita” selittyy? (1 p)

1Opiskelijoiden keskuudessa kiytetdsin my6s nimitystd “harmillinen oskillaattori” ® .



Tehtava 14. (Mekaaninen virdhtely viliaineessa) Tutkitaan jousen padhén kiinni-
tetyn kappaleen liikettd viliaineessa (esim. vedessd). Rajoitutaan yksiulotteiseen tilantee-
seen, jossa jousen toinen paa on kiinnitetty reaaliakselin origoon. Jousi vetda kappaletta
kohti origoa sitd voimakkaammin mitd kauempana kappale on. Toisaalta véliaine jarrut-
taa kappaleen liiketta sitd voimakkaammin mitd nopeammin kappale liikkuu. Kappaleen
paikkaa x ajanhetkelld ¢ kuvaa yhtalo

mZ+bx+kx=0.

Téassd m on kappaleen massa, b on viliaineen kitkaa kuvaava vaimennuskerroin ja k on
jousen jaykkyyttd kuvaava jousivakio (kaikki positiivisia vakioita). Jos m ja k ovat an-
netut, niin intuition mukaan massan liike jousen pédssa kdy sitd vaivalloisemmaksi mité
suurempi b on. (Vrt. liisteri veden sijaan.) Varmistetaan tdmal

(a) Etsi yhtilon epétriviaalit ratkaisut ylivaimennetussa tapauksessa b* > 4mk. (2 p)

(b) Osoita kyseisia ratkaisuja tutkimalla, ettei jousi pysty pakottamaan kappaletta "edes-
takaisin” origon puolelta toiselle virdhtelevadn liikkeeseen. Osoita, ettd toisaalta
jousi kylld palauttaa kappaleen asymptoottisesti origoon. (2 p)

(Vihje: osoita nopeuden & merkkia tutkimalla, ettd kappale kulkee ikuisesti samaan
suuntaan, yhtd mahdollista kd&dnnosta lukuun ottamatta.)



