Differentiaaliyhtalot I
1. harjoitustehtavat
(19 tehtévdd, max 40 pistettd)

6. elokuuta 2014

Tehtava 1. Kirjoita differentiaaliyhtdloné, sopivia merkintja kiyttéen:

(a) Bakteeripopulaation koon y muutosnopeus mielivaltaisella ajanhetkelld x on suoraan
verrannollinen populaation kokoon. (Oikeasta ratkaisusta 1 piste)

(b) Kahvin lampdétilan muutosnopeus on (mieliv. ajanhetkelld) suoraan verrannollinen

huoneen lampotilan ja kahvin lampétilan erotukseen. (1 p)

Tehtava 2.

(a) Ratkaise alkuarvotehtava % = cosz + 327, y(r) = 1. (1 p)

(b) Onko alkuarvotehtivilld ¢/ = 2% — zy3, y(1) = 6, yksikisitteinen ratkaisu? (1 p)

Tehtava 3.

(a) Onko y(z) = Cie® + Coe* yhtilon y” +y' — 2y = 0 yleinen ratkaisu?' Tissd C) ja
C5 ovat vakioita. (1 p)

(b) Miké on kolmannen kertaluvun yhtélén y” = 0 yleinen ratkaisu? (1 p)

Tehtava 4. Madrittdako ensin mainittu relaatio sitd seuraavan differentiaaliyhtalon impli-

suttiratkaisun?

(a) ® +yP=4; ¢ =2 (1p)

(b) z+y+e?=0; (L+ze™)y +14+ye™ =0 (1p)

Mman, etti asiasta jatkossa erikseen mainitaan, vastaus tulee aina perustella.



Tehtava 5. Onko annettu yhtalo separoituva?
(a) (zy® +3y*)dy —2xdr=0* (1p)

(b) % =tIn(s*)+ 82 (1p)

Tehtiava 6. Osoita, ettd yhtéalo y' = 1 + xy ei ole separoituva. (2 p)

Tehtévi 7. Ratkaise yhtdls 2 = 3z¢%. (2 p)

Tehtéva 8. Ratkaise yhtdlo y' = 3z%(1 + y?). (2 p)
Tehtava 9. Ratkaise alkuarvotehtava g—g =2y+ Lcosz, y(r) =0. (2 p)

Tehtivi 10. Tarkastellaan yhtilsd y' = y3.

(a) Johda yhtalolle yleinen ratkaisu separointimenetelméé kiyttéen. (1 p)

(b) Lisétaan yhtaloon nyt alkuehto y(0) = 0. Huomaa, ettd talld alkuarvotehtévalla on
triviaaliratkaisu y = 0.° Sisiltyyko triviaaliratkaisu ylli johdettuun yleiseen ratkai-
suun? (1 p)

(c) Onko alkuehdolla y(0) = 0 triviaaliratkaisun liséksi jokin toinen ratkaisu? Onko

havainto sopusoinnussa olemassaolo- ja yksikésitteisyyslauseen kanssa?
(Perustele hyvin! 2 p)

Tehtava 11. Onko annettu yhtalo separoituva, lineaarinen, seké etté, vai ei kumpaakaan?
(a) 2%y +sinz —y=0 (1p)

(b) % +at=e" (1p)
Tehtiva 12. Ratkaise yhtilo ¢’ —y — e3® = 0. (2 p)
Tehtévé 13. Ratkaise yhtils 2 = 22e~4 — 4y. (2 p)

Tehtéava 14. Ratkaise alkuarvotehtévi fl—g + 34+ 2=3z,y(1) =1. (2p)

2Usein differentiaaliyht#lé ilmaistaan téllaisessa muodossa, ikddnkuin differentiaaleja dx ja dy voisi
kasitella yhtélossé tavallisten lukujen tapaan.
3Merkintd = tarkoittaa “identtisesti yhtdsuuri”. Toisin sanoen y =0 < y(z) =0 V.



Tehtava 15. (Hieman teoriaa) Tarkastellaan yleistd 1. kertaluvun lineaarista yhtaloa

Y + p(x)y = q(z) (LY standardimuodossa).

(a) Johda homogeeniyhtdlon (HY) y'+p(z)y = 0 yleinen ratkaisu |yo(z) = — |, C' # 0,

separointimenetelmdlld. Tasséa

() = el )

on ennestdan tuttu integroiva tekijd! Huomaa, ettd sallimalla myos C' = 0 saadaan
ainoa triviaaliratkaisu y = 0 liitettyé yleiseen ratkaisuun yo(x). (1 p)

1
(b) Tarkista, etta funktio |y (z) = ) /,u(a:) q(z) dx |on LY yksittdisratkaisu. (1 p)
w(z

Totea, etté |y(z) = yo(x) + y1(x) | on luennolla johdettu LY:n yleinen ratkaisu!
Siis: LY :n yleinen ratkaisu = HY:n yleinen ratkaisu + jokin LY:n erityisratkaisu.

Tehtava 16. Onko annettu yhtalo eksakti?

(a) (2 +2y%x)dz + (2yz® —cosy)dy =0 (1 p)

(b) [2x + ycos(zy)] dx + [z cos(xy) — 2y]dy =0 (1 p)
Tehtdva 17. Ratkaise yhtélo e*(y —x) + (1 + %)y’ =0.  (2p)

Tehtdvé 18. Ratkaise alkuarvotehtivi ye™ — & + (ze™ + )y’ =0, y(1) = 1. (2 p)

Tehtiva 19. Totea, ettd yhtilo (y* + 2zy) dv — 2? dy = 0 ei ole eksakti, mutta muuttuu

eksaktiksi, jos se kerrotaan puolittain tekijalld y—2. Ratkaise saatu eksakti yhtilo ja kiy-
té tulosta alkuperdisen yhtélon ratkaisemiseksi. Onko alkuperaiselld yhtalolla muitakin
ratkaisuja? (2 p)



