Mitta ja Integraali, 2 viikon tehtavit 4.1-4.3

Tehtévi 4.1. Olkoon f : R"™ — R™ jatkuva ja oletetaan, ettd A on Borel.
Osoita, etti

a) (4p) f~'A on Borel,
b) (1p) f~'A on mitallinen.
Ratkaisu. a) Méaritellddn joukkoperhe I' seuraavasti
I ={V CcR™: f7'V on Borel R":ssi}
Osoitetaan, ettd I' on o-algebra.
e () €T, koska f~10 = 0 ja tyhji joukko on Borel.

e Jos V €T, niin R\ V € Tsilld f~HR™\ V) =R"\ f~1V, miki on
Borel silld Borel-joukkojen komplementit ovat Borel-joukkoja.

o Jos Ay, As,... € T, niin Ufil A; € T silla fil Ufil A; = Uzoil filAi,
mika on Borel silld Borel-joukkojen numeroituvat yhdisteet ovat Borel-
joukkoja.

Néiden kolmen ehdon nojalla IT' on o-algebra. Lisdksi I' sisdltdd suljetut
joukot: Jos S C R™ on suljettu niin f~15 on myds suljettu f:n jatkuvuuden
ja Topologia 1:mn tietojen nojalla, siis erityisesti f~1S on Borel joten S € T.

Maaritelmén mukaan R™:n Borel-joukkojen perhe on pienin R™:mn o-
algebra, joka sisaltdd suljetut joukot. Téaten I' sisdltdd kaikki R™:n Borel-
joukot. Siis jos A C R™ on Borel niin A € T eli f~'A4 on Borel, kuten
haluttiin.

b) Tunnetusti jokainen Borel-joukko on mitallinen. Siis jos A on Borel niin
a)-kohdan nojalla f~'A on Borel ja titen my6s mitallinen.

Tehtivd 4.2. Olkoon f: R™ +— R™. Sanotaan, ettd f on jatkuva pisteessd

x € R", jos kaikilla € > 0 on olemassa d(¢, x) s.e. fB(x,0(e,x)) C B(f(x),¢).
Mairitelldan kaikilla £ joukko

G = U{B(xﬁ(%,x)) : f on jatkuva pisteessd x}.



a) (1p) Osoita, ettd Gy on avoin.

b) (2p) Osoita, ettd jos y € G, niin on olemassa sellainen d, ettd fB(y,d) C
B(f(y), 7)

¢) (2p) Osoita, ettd (N Gx = {& € R™ : f on jatkuva pisteessd x}, eli
joukko {x € R™ | f on jatkuva pisteessi x} on Borel-joukko.

Ratkaisu. a) Joukko Gj on yhdiste avoimista kuulista. Avoimien joukkojen
vhdisteet ovat avoimia, joten G} on avoin.

b) Jos y € Gy, niin on olemassa x siten, ettd f on jatkuva pisteessd z
jay € B(x,0(1/k,x)). Luvun 6(1/k, x) médritelmén mukaan

fB(z,0(1/k,x)) C B(f(x),1/k).

Téten myos f(y) € B(f(z),1/k), joten B(f(x),1/k) C B(f(y),2/k). Kéytetdan
nyt kuulan B(x,d(1/k,x)) avoimuutta ja valitaan § > 0 siten, ettd B(y,d) C
B(z,0(1/k,x)). Tallsin

fB(y,0) C [B(x,6(1/k,x)) C B(f(x),1/k) C B(y,2/k),

joten viite on todistettu.

c) Merkitdan A = (2, Gk ja B = {x € R" : f on jatkuva pisteessd z}.
Taytyy osoittaa, ettd A = B. Joukkojen Gy médritelmén nojalla B C Gy
kaikilla k. Téastd seuraa myds B C A. Riittda endd osoittaa, ettd A C B.
Valitaan sis jokin y € A. On osoitettava, ettd f on jatkuva pisteessd y, joten
valitaan € > 0 mielivaltaisesti. Valitaan myos k siten, ettd 2/k < e. Koska
y € G, on B-kohdan nojalla olemassa § > 0 siten, etté

fB(y,0) C B(f(y),2/k) elimyés fB(y,d) C B(f(y),e).

Siis f on jatkuva pisteessd y. Nyt joukko B = A = (N2, G) on a)-kohdan
nojalla numeroituva leikkaus avoimista joukoista. Téllaiset joukot ovat tun-
netusti Borel-joukkoja, joten my6s B on Borel-joukko. Siis jokaisen funktion
jatkuvuuspisteet muodostavat Borel-joukon!

Tehtédvd 4.3. Olkoon A;, j € J erillisid mitallisia R™:n osajoukkoja. joille
my(A;) > 0 kaikilla j € J.

a) (2p) Osoita, ettd kaikilla r, joukko {j € J : m,(4; N B(0,r)) > 0} on
numeroituva. (Vihje: viikon 1. teht. 2.5.)

b) (3p) Osoita, ettd J on numeroituva.



Ratkaisu. a) Idea on matkia ensimmaisen viikon tehtavin 1.5 todistusta ja
jakaa annettu joukko J, = {j € J : m,(A4; N B(0,r)) > 0} osajoukkoihin
Jr1,Jr2,. .. jotka madritelldén seuraavasti:

Jri=A{j€J:mu(A;NB0,r)) > 1/i}.

Talloin nimittdin patee, ettd J, = U?; Jri. Lisdksi jokainen joukko J,; on
darellinen. Jos nimittédin olisi ¢ siten, ettd joukon J,; koko olisi 4dreton, niin
voitaisiin valita numeroituvasti dareton osajoukko ji,jo,... C J,;. Talloin
voimme soveltaa mitan tdysadditiivisuutta (erillisiin ja mitallisiin) joukkoi-
hin A;, N B(0,7), A;, N B(0,7),... seuraavasti

mn(B(0,7)) < my, (U A;in B(O,r)) = mp (U (Aj, N B(O,r)))

k=1 k=1

i n(A;, N B(0,7)) >Zl/m 00,

k=1 k=1

mistd ndhdadn helposti ristiriita, silla m,(B(0,r)) on &drellinen. Téaten
jokainen joukko J,.; on &érellinen, ja joukko J, on numeroituva numeroitu-
vana yhdisteend darellisistd joukoista (Lause 0.16).

b) Huomataan ensin, etté jos joukolle A; péatee my(A;) > 0, niin on myds
olemassa r > 0 siten, ettd my(A; N B(0,7)) > 0. Tami johtuu siitd, ettd
voidaan kirjoittaa A; = (J;2;(A4; N B(0,r)). Jos kaikki oikean puolen yhdis-
teen joukot olisivat nollamittaisia, niin myds A; olisi nollamittainen subad-
ditiivisuuden nojalla. Téstd ndemme, ettd voidaan kirjoittaa

J = [j Irs
r=1

missd J,. on edellisen tehtdvin joukko, ja tdten numeroituva. Siis J on nu-
meroituva numeroituvana yhdisteend numeroituvista joukoista.



