Analyysin kehityksestd 1600 —

1660-luvulla Isaac Barrow esitti ensimma3isend erotusosamaaran
raja-arvon idean tangentin yhteydessa. Esitys oli kuitenkin enemmankin
"geometrinen toteamus”. 1600-luvun lopulla Isaac Newtonin ja Leibnizin
toisistaan riippumatta tuoma laskennallinen metodi, kalkyyli, toi
ensimmaistd kertaa yhtendisen teorian differentiaali- ja
integraalilaskentaan. Kalkyyli tosin sisdlsi epatdsmallisyyksia, jotka
tasmallistyivat 1800-luvulla. 1700-luvulla Euler ja Bernoullin veljekset
kehittivat differentiaali- ja integraalilaskentaa edelleen..



Analyysin kehityksestd 1600 —

» Newtonin ja Leinizin kalkyyli oli intuitiivinen ja pragmaattinen sen
ajan tarpeisiin. Mm. kisitettd "d3rettdman pieni” kaytettiin
huolimattomasti.

» 1800-luvun puolivdlin matemaatikot eivat olleet tyytyviisid kalkyylin
epatasmallisyyteen.

» A.-L. Cauchyn ja muiden tydn pohjalta Weierstrass otti kiytt66n
raja-arvon ja jatkuvuuden kisitteet antaen niille tarkat maaritelmat.
Lisdksi e:n ja d:n kayttd differentiaali- ja integraalilaskennan
maaritelmissa on perdisin Weierstrassilta.

» Fysiikalla on aina ollut suuri rooli siind mitd matematiikassa,
erityisesti analyysissa, on pidetty kiinnostavanal!!



Kasitteesta nimelta funktio

fungi (lat. tehdd, toimia)

Termin funktio otti ensimmaisen3 kdyttodn Leibniz, merkinnan f(x) A.
C. Clairaut ja Euler. Euler my6s kehitti funktion ideaa eteenpdin..
Minkalaisille funktioille kalkyyli oli tarkoitettu? Mika tekee funktiosta
"rehellisen”? Riittdaks, jos funktio voidaan muotoilla (yhdelld)
eksplisiittisella kaavalla?



Kasitteesta nimelta funktio

» Ovatko funktiot x2, |x| ja 8(x) "rehellisia"?

> |x| ja O(x) eivit ole "sileitd” eli ei hyvinm3ariteltyd kaarevuutta (eli
derivaattaa) pisteessd x = 0

» Enta funktiot x> ja x|x|?

» x|x| ¢ C?(R), mutta x"|x| € C"(R) kaikilla n € N!

» Olkoon h(x) =0, kun x <0, ja h(x) = e~ /%, kun x > 0.
h e C>*(R)!

» Funktiolla h ei ole sarjaesitysta nollan ympéristdssa, se ei siis ole
analyyttinen!

> Analyyttiset funktiot "vield parempia”, kuin C°°-funktiot..



Fourier-sarjoista

Funktion f Fourier-sarja on muotoa

X) _ Z Cneinx, (1)

missa c,, funktion n.:s Fourier-kerroin on maaritelty kaavalla

Cn :/f(x)ef"”xg—;. (2)

Yht& hyvin Fourier-sarja ja -kertoimet voidaan esittdd muodossa

f(x) = ?0 + Z an cos(nx) + by sin(nx)),

= %/f(x) cos(nx)dx, b, = %/f(x)sin(nx) dx.



Fourier-sarjat

"Ranskan vallankumouksen tuote”, matemaatikko Joseph Fourier
(s.1768) julkaisi vuonna 1822 Limmén analyyttisen teorian. Ennen
Fourier'a Daniel Bernoulli oli havainnut mahdollisuuden ratkaista jousen
vardhtelya koskevia ongelmia trigonometrisen sarjan avulla ja toisaalta
Euler oli soveltanut kaavaa (2) erikoistapauksissa. Fourier oli kuitenkin
ensimmdinen, joka ratkaisi yhteyden kaavojen (1) ja (2) vililla.



Fourier-sarjat

Fourier uskoi, ettd Fourier-sarjat ovat yleistyokalu luonnonilmididen
tutkimiseen. Fourier oli varma, ettd on olemassa pieni maara peruslakeja,
jotka kattavat kaikki luonnonilmidt. Fourierin intuitio, jokainen
2m-jaksollinen ilmié voidaan esittdd trigonometrisend sarjana, oli oikea ,
mutta han oli kuitenkin vadrassa vaittdessaan, etta mielivaltaisen
funktion Fourier-sarja suppenee.

Fourierin maine ja hinen tyonsa arvostus kasvoivat maailmalla hinen
kuolemansa (vuonna 1830) jalkeen, jolloin matemaatikot, fyysikot ja
insinGorit oivalsivat Fourier-analyysin merkityksen itsessddn — ei vain
[dmmon tutkimuksessa.



Dirichlet'n probleema

Dirichlet’'n probleema: Olkoon G euklidisen n-ulotteisen avaruuden R"
(rajoitettu) alue ja f jatkuva reaaliarvoinen funktio G:n reunalla 9G. On
I6ydettava jatkuva funktio u: G — R siten, etti ul0G = f ja u|G on
harmoninen ts. Au = 0 alueessa G.

Dirichlet’n periaate: Olkoot G ja f kuten ylld. Tall6in on olemassa
yksikasitteinen jatkuva funktio u: G — R siten, ettd u|0G on jatkuvasti
derivoituva, ul0G = f ja I(u) = inf,cw, I(v), missd

I(v) = [c>0y (%)2 dm on Dirichlet'n integraali seki

W¢ = {v: G — R|v on jatkuva v|G on jatkuva ja derivoituva, v|0G = f}.



Dirichlet'n probleema

Dirichlet’'n probleema kumpusi fysiikan ongelmista : sekd Newtonin
voimakenttd massajakauman ulkopuolella, ettd I3mmdn eteneminen (jota
Fourier ensimmaisen tutki) liittyvat Dirichlet'n probleemaan. Dirichlet’'n
probleeman ja periaatteen taustalla oli jo paljon matemaattista teoriaa ja
se on myods hyvd esimerkki sukupolvien yli jatkuneesta tydsta.

>

>

>

Laplace’'n yhtdld Au=0
Potentiaalin (probleemassa u) kdyttd Lagrangelta ja Laplacelta

Gauss kiinnitti ensimmdisend huomion ko. ongelmaan ; Poisson oli
ratkaissut ongelman, kun G = B3(0, 1)

Opettaja-oppilas-ketju: Gauss-Dirichlet-Riemann!

» Dirichlet ratkaisi probleeman periaatteensa avulla ; probleema ja

periaate ovat kuitenkin vaarin asetettuja!
Kritiikkid Weierstrassilta ja Hadamardilta — lis33 tutkimusta!



Dirichlet'n probleema

» Riemann kaytti Dirichlet'n periaatetta analyyttisten fuktioiden
teoriassa — .. — Riemannin kuvauslause!

» 1800-luvun lopussa Dirichlet'n probleeman ja -periaatteen selvittelyd
useiden matemaatikoiden toimesta , mm. Schwartz, Neumann,
Poincare, Perron, Wiener..

» Arzelan tutkimukset Dirichlet'n ongelman parissa johtivat, yhdessa
Volterran kanssa, funktionaalianalyysin syntyyn

» Dirichlet’'n periaatteesta syntyneet ongelmat ja kysymykset
tuottaneet paljon uutta tutkimusta ja tuloksia matematiikkaan!

» Osittaisdifferentiaaliyht3loissa, variaatiolaskennassa ja
potentiaaliteoriassa Dirichlet'n probleeman merkitys keskeinen.

» Paitsi kompleksi-ja funktionaalianalyysi, myds mitta- ja
integrointiteoria ovat kytkeytyneet Dirichlet'n ongelmaan!



Hilbertin 23 ongelmaa

David Hilbert esitti Pariisin konferenssissa vuonna 1900 23 siihen asti
ratkaisemattomana ollutta ongelmaa. N&istd ongelmat 19, 20 ja 23
koskevat Dirichlet'n probleeman ja periaatteen laajentamista. Ongelmista
yhteens3 kuusi on analyysin alalta. 16 ongelmaa on t3han p&ivaan
mennessa ratkaistu, 1 ratkaistu osittain, 3 todettu
kysymyksenasettelultaan vaillinaisiksi ja 3 ongelmista ovat vield
ratkaisematta. Joka tapauksessa Hilbertin ongelmista tuli "tavoitteita”,
jotka ovat tydllistaneet ja tydllistavat matemaatikkoja edelleen.



