Differentiaaliyhtalot 1
Kurssikoe 6.9.2012
Ratkaisuehdotuksia ja arvosteluperusteet (9 sivua)

Tehtava 1. Méarita seuraavien differentiaaliyhtédloiden kaikki ratkaisut ja rat-
kaisujen (maksimaaliset) méérittelyvélit:

a) =2 b) (2 +1)d + 2t = ¢.

Ratkaisu. a) Yhtalo on separoituva, silli se on muotoa y' = p(z)q(y), missi
p(z) = 1/(1 + z) ja q(y) = 3. (Voimme olettaa, ettdi z # —1, koska muuten
yhtélossi ei ole jarked.) Yhtalolla on triviaaliratkaisuna vakiofunktio y = 0.

Koska p ja g ovat méaarittelyjoukoissaan jatkuvia ja q lisdksi jatkuvasti deri-
voituva, OY-lauseen ehdot pétevit, eivitkd muut kuin triviaaliratkaisu saa kos-
kaan arvoa 0 (ratkaisut eiviit leikkaa toisiaan). Voidaan siis jakaa termilld y? ja

integroida:
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Nain on saatu kaikki triviaaliratkaisusta poikkeavat ratkaisut.

Triviaaliratkaisun maksimaaliset méérittelyvéalit ovat vélit (—oo, —1) ja (—1, 00).
(Vaikka vakiofunktio onkin méaritelty kaikkialla, yhtdlon muodon takia ei saa olla
x = —1.) Muilla ratkaisuilla on liséksi ehtona, etta ratkaisun nimittajé ei saa olla
nolla, eli In |14 z| + C # 0. Tami on yhtépitivid sen kanssa, ettd x # —1 4+ e~ C.
Maksimaalisia ratkaisuvélejé on siis neljé:

(_007_1_670)7 (_1_6707_1)7 (_17_1—’_670)7 ja (_14_670’00).

b) Yhtéalon voi ratkaista ainakin neljalli eri tavalla. (Kokeen laatija ei itse-
kéddn huomannut tata. Kaikkia tapoja oli kuitenkin yritetty vastauksissa. Hyvél)
Tarkastellaan ensin sitd tapaa, joka oli kokeen laatijalla mielessé.

Tapa 1. Termi 14 22 on aina positiivinen. Jakamalla silli yht#lé tulee muotoon
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Yhtélo on siis muotoa @ + p(t)x = ¢(t), eli lineaarinen. Sen integroiva tekija on

wu(t) = exp </p(t) dx) = exp (/ 2t dx) =MD =2 4 1,

t24+1



Kerrotaan lineaarinen yhtalo puolittain integroivalla tekijillé ja ratkaistaan x:
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Ratkaisu on méaritelty kaikilla ¢, joten maksimaalinen maérittelyvéli on R.

Tapa 2. Edellisestd ratkaisusta voidaan huomata, ettd kun lineaarisessa muo-
dossa oleva yhtalo kerrotaan integroivalla tekijilld, saadaan takaisin alkuperédinen
yhtélo. Olisi siis voitu suoraan ldhted ratkaisemaan

P+ 1Di+2r=t < D(t*+1)2) =t <= ...

Tapa 3. Siirtelemédlld hieman termejé saadaan alkuperdinen yhtdlé muotoon
otz —t 4 (12 + 1)@ = 0.
Merkitdin M = 2tz —t ja N = t? + 1. Nyt OM/0x = 2t = ON/0t, eli yhtiloé on

eksakti. Etsitddn sille potentiaali F'.

Tiedetéén, etta 0F/0x = N, joten
Ft,z) = /Nda: — /t2 +1de = (2 + 1)z + h(t).
Téssa h(t) on jokin t:std riippuva lauseke. Koska 0F/0t = M, ndhdédén ettéd
2x + h'(t) =2tx —t < h'(t) = —t.

Voidaan siis valita h(t) = —1t, jolloin potentiaali on F' = (t? + 1)x — 1¢2. Impli-

sittiratkaisuksi tulee (t2 + 1)z — 3¢2 = C, josta voidaan vield ratkaista

1,2
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Tapa 4. Siirtelemélld alkuperdisen yhtalon termeja viela uudella tavalla se saa-
daan muotoon

T = (—2z+1).
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Yhtalo on siis myos separoituval Triviaaliratkaisuna on z = —1/2. Muut ratkaisut
eivit saa arvoa —1/2, joten voidaan jakaa ja integroida normaaliin tapaan:
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Kuva 1. Tehtévien 1.a) ja 1.b) ratkaisujen kuvaajat vakioiden ar-
voilla C =1/5 ja C' = 1.

Arvostelu. Seké a)- ettd b)-kohdasta sai maksimissaan 6 pistettd. Kummassakin
kohdassa yhtédlon tunnistamisesta tietyntyyppiseksi sai 2 pistettd ja ratkaisume-
netelmén osaamisesta toiset 2. Loput 2 pistetta tulivat oikeiden méarittelyvélien
madrittamisestd. Useimmilta puuttui a)-kohdassa huomio, ettd yleisen ratkaisun
nimittaja ei saa olla nolla, ja tdstd vahennettiin 1 piste. Samaten a)-kohdan tri-
viaaliratkaisun maéarittelyjoukkoa ei juuri kukaan ollut maininnut, mutta tdmaé
padtettiin jattdd huomiotta. Triviaaliratkaisun puuttumisesta kokonaan sen si-
jaan rokotettiin 1 piste. Erilaisista laskuvirheistd meni 1-2 pistettd vakavuuden
mukaan.

Tehtava 2. Ratkaise alkuarvotehtava
2z + ye® + (¥ —cosy)y' =0, y(1)=0.
Perustele my6s ratkaisun yksikéasitteisyys.

Ratkaisu. Merkitdén M(x,y) = 2x + ye® ja N(x,y) = e* — cosy. Huomataan,
etta
oM ON

— =€ ja — =¢7
oy ) ox
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ja koska ndmaé osittaisderivaatat ovat samat, yhtdlo on eksakti. Etsitaén sille po-
tentiaali F'.

Tiedetéén, ettd OF /0y = N, joten

F(z,y) = /Ndy = /ex —cosydy = ye® —siny + h(x).
Téassa h(x) on jokin x:sta riippuva lauseke. Koska 0F/0x = M, ndhdéaén etta
ye® + W (z) = 22 + ye* < h'(z) = 2z.
Voidaan siis valita h(z) = 22, jolloin potentiaali on F(z,y) = ye® — siny + 22
Yhtélon yleinen implisiittiratkaisu on F(z,y) = C, missa C' € R, eli
ye® —siny 4+ 22 = C.
Ratkaistaan vakio C' alkuarvoehdon avulla. Sen mukaan ratkaisun tulee kulkea
pisteen (1,0) kautta, joten
0-e'—sin0+1*=C <= C=1
Lopulliseksi (implisiitti)ratkaisuksi saadaan siis

ye® —siny + 22 = 1.

Perustellaan lopuksi ratkaisun yksikésitteisyys. Kun e* —cosy # 0, alkuperéinen

yhtélé voidaan saattaa normaalimuotoon:
er — cosy

Normaalimuodon oikea puoli on selvisti méarittelyjoukossaan jatkuva sekd muut-
tujan y suhteen jatkuvasti derivoituva, joten OY-lauseen ehdot pétevit aluees-
sa, jossa e” — cosy # 0. Koska alkuarvopiste (1,0) on téssd alueessa (nimittiin
el —cos0 = e — 1 # 0), alkuarvotehtévin ratkaisu on OY-lauseen perusteella
yksikasitteinen.

X

Kuva 2. Tehtdavin 2 alkuarvotehtdvan implisiittiratkaisun kuvaa-
ja. Ohuempi viiva kuvaa yhtédlon e* = cosy ratkaisujoukkoa.
Eksplisiittiratkaisun maarittelyjoukko paattyy, kun implisiittirat-
kaisun kayra ylittda ohuen viivan. Téll6in nimittain kuvaaja nousee
pystyyn eika ole enda derivoituvan funktion kuvaaja.
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Arvostelu. Eksaktiuden tarkistamisesta sai 2 pistettd ja potentiaalin méaérit-
tdmisestd yhteensd 4. Yleisen ratkaisun oikeasta muodosta annettiin 1 piste ja
alkuarvoehdon oikeasta kéytostd C:n ratkaisemiseksi sai 2. Loput 3 pistettd tuli
yksikasitteisyyden tarkistamisesta. Jos tédssd ei ollut maininnut, ettd alkuarvo-
pisteen taytyy kuulua OY-lauseen ehtojen pétevyysalueeseen, menetti 2 pistetté.
Laskuvirheistd menetti 1-3 pistettd vakavuuden mukaan.

Tehtava 3. Valitse ja ratkaise toinen seuraavista yhtaloista.
—r+y+1

a) 4y —4y' +y =2+ 4sinz b) y'= T4y —2

Ratkaisu. a) Ratkaistaan ensin tehtédvin yht&lod vastaava homogeeniyhtilo

4y — 4y +y=0.

Homogeeniyhtélén karakteristinen polynomi on 4r2 — 4r +1 = (2r — 1)2, ja télld
on kaksoisjuuri r = 1/2. Homogeeniyhtélon yleinen ratkaisu on siis

1 1
yn(z) = Cre2” + Caze2”,
missd C] ja Cy ovat mielivaltaisia vakioita.

FEtsitdan sitten alkuperdiselle yhtalolle yksittdisratkaisu yritteiden avulla. Jae-
taan yhtalo kahteen osaan:

4y — 4y +y=a® (1)
ja 4y — 4y +y = 4sinx, (2)
ja etsitadn naille yksittdisratkaisut y,1 ja yp2.
Osa 1. Oikean puolen termis 22 varten kokeillaan yritetta
Yp1(z) = Az® + Bx + C,

jonka derivaatat ovat y, ; = 2Az+B jay, ; = 2A. Sijoittamalla nama yhtdloon (1)
saadaan

Ay — 41+ Ypr = x?
<~ 8A—4(2Az + B) + (A2® + Bx + C) = 2?
— A’ 4+ (-8A+ B)x +8A—4B+C = 2%

Jotta y, 1 olisi ratkaisu, on seuraavan yhtaloryhméan padettava:

A =1
—8A+B = 0
8A—-4B+C = 0.
Téman yhtdloryhmén ratkaisu on A = 1, B = 8, C = 24. Néin ollen etsitty

yksittaisratkaisu on
yp1(2) = 2 + 8z + 24,

Osa 2. Oikean puolen termié 4sin x varten kokeillaan yritetta
Yp2(z) = Asinz + Bcosz,
jonka derivaatat ovat

Ypo = Acosz — Bsinz ja y,,=—Asinz — Bcosz.
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Sijoitetaan ndmé yhtaloon (2):
4yg’2 — 4y1’,72 + Yp2 = 4sinx
<= 4(—Asinx — Bcosz) —4(Acosx — Bsinx) + (Asinz + Bcosz) = 4sinz
<= (-3A+4B)sinz + (—4A —3B)cosz = 4sinz.
Tama johtaa yhtéalopariin
{ —-3A+4B = 4
“4A-3B = 0,

jonka hiukan ikdvahko ratkaisu on A = —12/25, B = 16/25. Téten haettu yksit-
taisratkaisu on

12 | 16
Yp2(x) = —gg sinz + o5 C08 T

Lineaarisuudesta seuraa nyt, ettd koko yhtalon kaikki ratkaisut ovat muotoa

Y="Yn+Yp1+Yp2eli
12 16
y(x) = Cre2® 4+ Chze2® + 2% + 8z + 24 — %5 sinx + o5 CO8 T

Arvostelu. Homogeeniyhtéalon ratkaisemisesta sai 3 pistettd. Yritteiden sovel-
tamisesta oikein sai ensimmaisestd 4 ja toisesta 3 pistettd. Téydellisen yhtalon
ratkaisun kirjoittamisesta summana homogeeniyhtdlon ratkaisusta ja yksittéis-
ratkaisuista sai loput 2 pistetté.

b) Yhtalo palautuu tasa-asteiseksi sopivalla sijoituksella. Asetetaan x =t + «
jay(z) = z(t) + B, jolloin ¢/ (z) = 2/'(x — a) - 1 = 2/(t), ja yhtélo tulee muotoon
—t — 1 —t — 1
(1) = atz+f+1  —ttz—atB+ ' (3)
t+a+z+p5-2 t+z4+a+ -2
Pyritdan havittaméaan osoittajasta ja nimittajastd vakiotermit. Talloin ratkaista-
vaksi tulee yhtalopari

(oo

Tamén ratkaisu on a = 3/2, § = 1/2.
Kun « ja 8 valitaan ylld kuvatulla tavalla, yhtdlo (3) saadaan tasa-asteiseksi:
—1 —1 t
bk s 7Y
t+z 1+ 2/t

Yhtalo on siis muotoa 2z’ = f(z/t). Tehdaéan tahédn sijoitus z/t = u, jolloin z = ut
ja 2’ = vt + u. Yhtalo saadaan edelleen muotoon

—1+u , 1(—1+u ) 1 1+u?
_ —u) =

t 1+u’ (4)

ut+u=

< = —
1+u R N

Viimeksi saatu yhtdlo (4) on puolestaan separoituva. Triviaaliratkaisuja ei ole,
joten kaikki ratkaisut saadaan integroimalla:

1 1 1 1
7+u-u':—7<:>/ +u-u’dt:/—fdt
14+ u? t 1+ u? t

u U 1
= [ ——dt ———~’&:/——w
/1+M +/1+MQL ¢

1
<= arctanu + B In(1+u?)=—Inlt|+ C.
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On siis saatu yhtélon (4) yleinen implisiittiratkaisu. Sijoitetaan tdhén vield takai-
sin alkuperaiset muuttujat. Nain saadaan ensinnakin

z 1 2\ 2
- —In(1 - 1 =
arctan(t>+2 n< +(t> )—i—n\t\ C
ja lopulta

arctan( :;g) —In < +(z:;g)2>+ln|x—3/2\_

Arvostelu. Sijoituksesta x = t + «, y(x) = z(t) + [ sai 3 pistettd. Syntyneen
yvhtéloryhmén ratkaiseminen tuotti toiset 3 pistettd. Tasa-asteisuuden tunnista-
misesta sai 2 pistettd, sithen tehdysté sijoituksesta z/t = u puolestaan 3 pistetta.
Viimeinen piste tuli lopullisesta integroinnista ja vastauksen kirjoittamisesta. Jos
kuitenkin lopullista vastausta kirjoitettaessa oli suorittanut takaisinsievennykset
vaarin, menetti 1-2 pistetta.

Yhtéalon olisi voinut ratkaista myos eksaktina. Téta oli kuitenkin yrittdnyt vain
vksi henkilo.

Tehtava 4. Maarita kaikki sellaiset lukuparit (zg,y0), ettd alkuarvotehtéavalla
(@ =1y = (z =Dy =(z+1)*(@—-1), ylxo) = o,
on a) yksi b) ei yhtdédn c) ddrettoméan monta ratkaisua.

Ratkaisu. Oletetaan aluksi, ettd x # +1, jotta voidaan jakaa tehtévan differenti-
aaliyhtilo tekijilld (z2—1) = (z+1)(x —1). (Tapaukset, joissa x = 41 kiisitelldin
mythemmin.) Néin yhtalo tulee muotoon

1
/
— = 1. 5
Y2 +1 y=ao+ (5)
Tama on 1. kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtélo, kertoiminaan p(z) = —x%_l

ja q(x) = x + 1. Tiedetédén, ettd OY-lause pétee, kun p ja g ovat jatkuvia funk-
tioita. Alueissa, joissa x # +1, tdmé ehto on voimassa. Voidaan siis todeta, etté
alkuarvotehtéavalld on tdsmélleen yksi ratkaisu, kun zg # +1 ja yo on mielivaltai-
nen.

Ratkaistaan seuraavaksi yhtélo (5) tutulla tavalla. Integroiva tekija on

exp( /dx) =~ mleHll = ii.
z+1

Voidaan valita esimerkiksi positiivinen merkki. Yhtélo ratkeaa kertomalla puolit-
tain integroivalla tekijalla:

i (y_x—li-l)_ﬂs—lkl(x—i_l)
= ()=

$+1y—/1dx—:c+0
— y=(z+1)(z+0C). (6)

—

Sijoittamalla saatu ratkaisu (6) tehtédvanannon yhtaloon nahdadn, ettd se to-
teuttaa yhtalon kaikilla z:n arvoilla (siis my6s silloin, kun = = £1). Toisaalta,
kun x = —1, ratkaisulle piatee y = (=1 + 1)(z + C) = 0 riippumatta vakion C
arvosta. Siispa jokaisella vakion C' arvolla ratkaisu kulkee pisteen (—1,0) kautta.
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Toisin sanoen alkuarvotehtavalla on ddrettoman monta ratkaisua, kun zg = —1 ja
yo = 0.
Enté jos xg = —1, mutta yg # 07 Kun g = —1, tehtdvinannon differentiaa-

liyhtélo tulee pisteessé x = xg muotoon
(25 — 1)y (w0) — (0 — V)y(wo) = (w0 +1)*(z0 — 1)
= ((-=1)? = 1)y'(w0) — (=1 = Dy(zo) = (-1 +1)*(-1 - 1)
<= 0+ 2y(=zo) = 0.

Nahdéédn, ettd yhtalo voi péted pisteessd © = —1 vain, jos y(zg) = 0. Jos siis
xo = —1 ja yg # 0, alkuarvotehtévilla ei ole ratkaisua.

Jaljelld ovat ne pisteet, joissa zp = 1. Y4 ndhtiin, ettd (6) on tehtdvinannon
yhtdlon ratkaisu kaikilla z € R. Vaikka OY-lauseen ehdot eivit toteudu, kun
xo = 1, voidaan silti osoittaa, ettd ratkaisu (6) on yksikésitteinen myos téssi
tapauksessa. Todistus on seuraavanlainen.

Olkoot y1 ja yo kaksi alkuarvotehtédvin ratkaisua jollakin valilla I, joka siséltaé
pisteen x = 1 mutta ei pistettd x = —1. Edelld on jo niytetty, ettd osavalilla
I, = {x € I | x > 1} differentiaaliyhtélon ratkaisut ovat muotoa (6), joten
tuolla valilld voidaan kirjoittaa y; = (x + 1)(z + C1) ja ya = (z + 1)(x + Ca)
joillakin vakioilla C7 ja C5. Tarkastellaan erotusta z = y; — y2. Koska y; ja yo
ovat alkuarvotehtévéin ratkaisuja jossain pisteessi (1,y0), ne ovat jatkuvia (jopa
jatkuvasti derivoituvia) funktioita, joille patee y1(1) = y2(1) = yo. Siispa erotus z
on jatkuva funktio, jolle pétee z(1) = 0. Jatkuvuudesta seuraa, etté

0= 2(1) = lim 2(2) = lim (y1(z) — y2(2)) = lim (2 + 1)(C1 = C2) = 2(C1 = Ca).

Néhdéan, ettd Cp — Cy = 0, joten y1 ja yo yhtyvét valilla I,. Samalla tavalla voi-
daan osoittaa, ettd kyseiset funktiot yhtyviat myos valilla I = {z € I | z < 1}.
Koska lisiksi y1(1) = ya(1), kyseessd ovat tosiaankin sama funktio. Alkuarvoteh-
tdvan ratkaisu on siis yksikéasitteinen.

Kootaan vield saadut tulokset yhteen:

a) Alkuarvotehtavilld on tédsmélleen yksi ratkaisu, kun zg # —1.
b) Alkuarvotehtavélla ei ole yhtdan ratkaisua, kun xg = —1 ja yo # 0.
c) Alkuarvotehtévilla on dareton madra ratkaisuja, kun zo = —1 ja yp = 0.

Arvostelu. Tamé tehtéva oli tarkoituksella vaikea, mutta tehtédvatyyppi oli esiin-
tynyt laskuharjoituksissa lukuunottamatta tapausta, jossa xg = 1. Yllattavan mo-
ni oli tarkastellut differentiaaliyhtéloé tavallisena yhtélona muistamatta, etté rat-
kaisujen on oltava funktioita. Lisédksi hyvin harva oli edes yrittanyt kayttda OY-
lausetta, vaikka ratkaisujen yksikésitteisyys nékyy sen avulla helpoiten.

Ratkaisun yksikésitteisyyden osoittamisesta silloin kun zy # +1 (OY-lauseen
avulla tai muuten) sai 3 pistettd. Sen ndyttdminen, etta alkuarvopisteelld (—1,0)
tulee ddrettoman monta ratkaisua, toi toiset 3. Myoskin 3 pistetté sai, kun naytti,
ettd alkuarvotehtédvalld ei voi olla ratkaisuja, kun o = —1 ja yg # 0. Koska
yhtélon ratkaiseminen ei ollut tehtdvin péésisalto, siitd sai vain 1 pisteen. Loput
2 pistetta tuli, jos osasi kasitelld vaativimman tapauksen, jossa xg = 1.

Tehtava 5. Kaverisi yrittdd suorittaa differentiaaliyhtéléiden kurssia Laine-
yliopistossa, mutta héneltd on jadnyt muutamia maanantaiaamun luentoja véliin.
Lupasit auttaa hanté selittdmaélla kaiken mité itse muistat kyseisista asioista. Va-
litse jompikumpi alla olevista aiheista ja pelasta ystavési pulasta.
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Kuva 3. Tehtavin 5 ratkaisufunktion (6) kuvaajia eri vakion C' arvoilla.

a) Differentiaaliyhtdlon numeerinen ratkaiseminen esimerkiksi Eulerin mene-
telmén avulla.
b) Toisen kertaluvun lineaarisen homogeeniyhtalon perusjarjestelma.

Muista, ettd selitit asiaa opiskelutoverillesi, joten pyri mahdollisimman selkedén
ja johdonmukaiseen asuun. Esimerkit ovat my6s varmasti hyodyllisia.

Arvostelu. Vastaukset arvosteltiin piddasiassa sen mukaan, sisilsivitké ne mai-
nintoja tietyisté aiheisiin liittyvista asioista. Toimivan esimerkin esittdmisesta sai
2 pistetta. Lisdksi yleisesta siisteydesté ja koherenssista sai 1-3 lisdpistetta. Vaa-
ristd vaittdmistd puolestaan menetti 1-2 pistetta.

Vaihtoehdossa a) pisteitd sai ainakin seuraavien seikkojen maininnoista:

Fulerin menetelmé ldhtee yht&lén normaalimuodosta, 3 p.

menetelméa perustuu derivaatan kulmakerrointulkintaan, 3 p.

tutkittava véli jaetaan osavéleihin ja menetelmaé toistetaan, 3 p.
menetelméd tarvitaan, kun differentiaaliyhtdlod ei osata ratkaista, 2 p.
osavilien méaara vaikuttaa tuloksen tarkkuuteen, 2 p.

menetelméd voidaan soveltaa korkeamman kertaluvun yhtdléihin palaut-
tamalla ne ensimmaisen kertaluvun yhtalosysteemeiksi, 2 p.

e on myos muita, parempia menetelmié kuin Eulerin menetelmé, 2 p.

Vaihtoehdossa b) pisteitd ropisi seuraavista:

lineaarisen homogeeniyhtélon méaéritelmé, 3 p.

perusjérjestelmin madritelmé, 3 p.

perusjérjestelmin funktiot ovat lineaarisesti riippumattomia, 3 p.
vakiokertoimisen homogeeniyhtdlon ratkaisumenetelma, 2 p.

Wronskin determinantin merkitys perusjarjestelmén kannalta, 2 p.
kertaluvun pudotus perusjarjestelmén 16ytédmiseksi, jos yksi ratkaisu tun-
netaan, 2 p.

e perusjarjestelman merkitys epdhomogeeniyhtélon ratkaisemisessa, 2 p.

Moni oli b)-vaihtoehdossa kasitellyt pelkédstaan vakiokertoimisia homogeeniyhté-
l16itéa. Talloin saattoi saada korkeintaan 9 pistetta.



