Toisen kertaluvun epadhomogeeniyhtalot

>

tarkastellaan 2. kertaluvun yleista lineaarista yhtaloa
Y'+p(x)y" +q(x)y = r(x)

kun merkitdan L(y) = y” + py’ + qy, jokaiselle ratkaisulle y

patee L(y) =r

jos r ei ole nollafunktio, ratkaisut eivat ole operaattorin L
ytimessa, eivatkd ne muodosta vektoriavaruutta

> olkoon kuitenkin y, jokin yleisen yhtalon yksittisratkaisu
> talloin kaikille ratkaisuille y patee

Ly —yp)=Lly) - Llyp)=r—r=0

> erotus y — y, on siis homogeeniyhtélon ratkaisu

> paatelma: jos tunnetaan yksi yleisen yhtalon ratkaisu y, seka

homogeeniyhtalon yleinen ratkaisu yp, kaikki yleisen yhtalon
ratkaisut ovat muotoa y = y, + y,

Esimerkki yritteen kaytosta

>

v

v

v

Tarkastellaan vakiokertoimista yhtaloa
Yy =2y =52 (1)
Vastaavan homogeeniyhtalon yleinen ratkaisu saadaan

karakteristisen polynomin avulla; se on y, = CieX + Coe 2.

Koska yhtalén (1) oikea puoli on r(x) = x2, kokeillaan
polynomiyritettd y, = Ax? + Bx + C.

Derivaatat ovat y, = 2Ax + B ja y, = 2A.

Sijoitetaan yrite ja sen derivaatat yhtaléon (1):

Yo+ v —2yp =X
= 2A+2Ax + B —2(Ax® + Bx + C) = x?
= —2Ax®* + (2A—2B)x +2A+ B —2C = x°.

Yksittaisratkaisun loytaminen yritetta kayttamalla

» tarkastellaan vakiokertoimista yhtaléa y” + ay’ + by = r(x)

» tarkoituksena on arvata ratkaisun muoto lausekkeen r(x)
perusteella ja kokeilla sijoittamalla se yhtaloon

> mitdan yleispatevdd menetelmad muodon valitsemiseksi ei ole

» joissakin tapauksissa kuitenkin tunnetaan toimivat yritteet:

= ax o Yp(x) = Apx"+ -+ Aix + Ag

= Asin kx + B cos kx

)

e s yp(x) = Aekx
)
) = Asin kx + B cos kx

(x)

(x)=a

r(x) =asinkx  ~  yp(x
(x) =acoskx ~ yp(x

> lisaksi jos esim. r(x) = ae* sin mx, niin

yp(x) = ekX(Asin mx + Bcosmx) jne.

Esimerkki yritteen kaytosta (jatkuu)

> Kertoimia vertailemalla ndhdaan, etta jotta y, olisi
yhtalon (1) ratkaisu, pitaa olla

2A = 1 A = —1/2
2A-2B = 0 <= { B = -1/)2
2A+B-2C =0 C = -3/4
> Yksittiisratkaisu on siis y, = 3x* — 3x — 3.
> Yhtalon (1) yleinen ratkaisu on y =y, + yp, eli
1 1 3
_ X —2x -2 -, 2
y(x) = Ge" + Ge = + 5X =X~

14

14



Lisahuomioita yritteista

> jos yhtalon oikea puoli on summa useasta termista, esim.
r(x) = ri(x) + r2(x), voidaan etsia yksittaisratkaisut y, 1 ja
Yp,2 erikseen yhtaldille

y'+ay +by=n(x) ja y"+ay' + by =n(x)

> asetetaan y, = yp 1 + ¥p,2, jolloin lineaarisuudesta seuraa

L(yp) = Lyp1 + yp2) = L(yp1) + Lyp2) =n+n=r

> toisinaan sattuu, ettd yrite y, on homogeeniyhtalon ratkaisu

k

> talloin lisdtaan yritteeseen kerroin x*, missd k on riittavan

suuri

Esimerkki monimutkaisemmasta yritteesta (jatkuu)
» Sijoitetaan yhtalo6n (3):
Ypi T 4Yp1 T Ayp1 = x 1
<= 0+4A+4(Ax+B)=x—-1
<= 4Ax +4A+4B = x — 1.

v

Jotta y, 1 olisi yhtalon (3) ratkaisu, taytyy patea

{ 4A:1{:){A:1/4

4A+4B = -1 B = -1/)2
» Yksittaisratkaisu on siis yp 1 = %x - %
» Osa 2. Epdhomogeeniyhtalén toinen osa on
v+ 4y + 4y =57, (4)
—2x

v

Koska e~ ja xe
valitaan yritteeksi y,» = Ax?e

ovat jo homogeeniyhtaldn ratkaisuja,
—2x

Esimerkki monimutkaisemmasta yritteesta
» Tarkastellaan vakiokertoimista yhtaloa
" / _ —2x
y ' +4y ' +4y =x—145e . (2)

Karakteristisella polynomilla r? + 4r + 4 on kaksoisjuuri
r = —2, joten vastaavan homogeeniyhtalon yleinen ratkaisu on

v

Yh = Cre % + Goxe .

» Jaetaan epihomogeeniyhtéld (2) kahteen osaan.

v

Osa 1. Kasitelldan polynomitermit samalla kertaa:

y' 4y 44y =x— 1. (3)

v

Yritteeksi valitaan polynomi y, 1 = Ax + B.

v

Derivaatat ovat y,; = Aja y,; = 0.

Esimerkki monimutkaisemmasta yritteesta (jatkuu)

» Derivaatat ovat yI’J72 = 2Axe2X — 2Ax2e 2% ja
Yl oy = 2Ae” > — 8Axe > + 4Ax%e .
» Sijoitetaan yhtaloon (4):

X

Yio+4yh o+ 4yp2 = 5e 2
= 2Ae™ % = He X,

» N&hdaan, ettd on oltava A = 5/2, joten yksittaisratkaisu on

> Yhtalon (2) yleinen ratkaisu on nyt y = yp + yp1 + yp o, €li

1 1
y(x) = Cle™ + Coxe > + X5 + g 20-2x
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Vakioiden variointi

> tarkastellaan yleista lineaarista yhtaloa
Y' +p(x)y' +q(x)y = r(x)

> oletetaan tunnetuksi vastaavan homogeeniyhtalon
y"+ py’ + qy = 0 yleinen ratkaisu yp(x) = Ciy1(x) + Goya(x)
> kokeillaan yksittaisratkaisuksi yritetta

yp(x) = a(x)y1(x) + c2(x)y2(x),

missa c1(x) ja c(x) ovat tuntemattomia funktioita (varioituja
vakioita)
> laskujen helpottamiseksi tehdaan lisdoletus

a(x)yi(x) + ca(x)y2(x) =0

» menetelma toimii aina, mutta voi johtaa hankaliin
integrointeihin

Esimerkki vakioiden varioinnista (jatkuu)

» Sijoitetaan yrite derivaattoineen yhtaloon (5):

" 2 / 2
Yp _;yp-i—;yp:Inx
< 2¢; + ch=Inx.

» Kun otetaan aiemmin tehty lisdoletus huomioon,
ratkaistavana on yhtalopari

x*c, + ¢ =0
2¢¢ + ¢ = Inx

» Tamin ratkaisu on ¢f = 11

>
x

, & =—lInx.
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Esimerkki vakioiden varioinnista

» Tarkastellaan yhtaloa

Z

2 2
y _,y’+72y:|nx7 kun x > 0. (5)
X X

> Oletetaan tunnetuksi vastaavan homogeeniyhtalén yleinen
ratkaisu y, = Cix? + Cox (voidaan aina tarkistaa
sijoittamalla).

» Muodostetaan yrite y, = c1(x)x? + ca(x)x, missi ¢1 ja &
ovat tuntemattomia funktioita.

» Yritteen ensimmainen derivaatta on
y;,(x) = c1(x)'x® + 2c1(x)x + & (x) + @2(x).

» Tehdian yksinkertaistava lisdoletus, ettd c1(x)'x? + ch(x) =0,
jolloin y,(x) = 2c1(x)x + ca(x).
> Toinen derivaatta on talléin y,(x) = 2¢1(x) + c;3(x).

Esimerkki vakioiden varioinnista (jatkuu)

» Ratkaistaan tuntemattomat funktiot integroimalla
(integroimisvakiot voi valita vapaasti):

a(x) = —/Inxdx = —xInx+x
ja
c(x) = / %(In x)dx = %(In x)2.

» Yhtalén (5) yksittaisratkaisu on siis
Yp(x) = %xz(ln x)? = x?Inx + x%.
> Yleinen ratkaisu on y = y, + yj eli
y(x) = Cix* 4 Gox + %X2(In x)? = x*Inx.

(Yksittaisratkaisun termi —x? yhdistettiin homogeeniyhtilén
ratkaisun vastaavaan termiin.)
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Mita kurssilla on opittu, yhtalotyypit

» ensimmaisen kertaluvun yhtélot
» separoituvat: y’ = p(x)q(y), jaetaan g:lla ja integroidaan
> lineaariset: y' + p(x)y = g(x), integroiva tekija
» eksaktit: M(x,y)+ N(x,y)y’ =0 + lisiehto, potentiaali
> sijoituksella separoituviksi palautuvat
> lineaarinen argumentti: y’ = f(ax + by), sijoitus z = ax + by
» tasa-asteinen: y’ = f(y/x), sijoitus u = y/x
» tasa-asteiseksi palautuva: y’' = f(:);iim), sijoitus
x=t4+a, y=z+0
» toisen kertaluvun lineaariset yhtalét: y” + py’ +qy = r
» vakiokertoimiset homogeeniyhtalot: karakteristinen polynomi
> yleiset homogeeniyhtalot: kertaluvun pudotus jos yksi ratkaisu
tunnetaan
» vakiokertoimiset epahomogeeniyhtalot: yksittaisratkaisu
yritteella
> yleiset epahomogeeniyhtalot: yksittaisratkaisu vakioiden
varioinnilla
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Mita kurssilla on opittu, teoria

> 1. kertaluvun alkuarvotehtavien OY-lause
> takaa AAT:n yksikasitteisen ratkaisun olemassaolon ainakin
jollain valilla, jos tietyt ehdot patevat
» ehdot annettu yleiselle normaalimuodolle ja erikseen
sovitettuina kullekin yhtalotyypille
> yleisimmin kaytetty osoittamaan, ettd ratkaisut eivat leikkaa
(eli saa samoja arvoja samassa kohdassa)

» eksaktisuusehto OM /0y = ON/Ox
» numeerisen ratkaisun perusteet
» esimerkkinad Eulerin menetelma
» 2. kertaluvun lineaariyhtaldiden teoria

> homogeeniyhtalon perusjarjestelman olemassaolo

> Wronskin determinantti ja ratkaisujen lineaarinen
riippumattomuus

> epidhomogeeniyhtalon yleinen ratkaisu y = y, + yp, missa yp
on HY:n yleinen ratkaisu ja y, on EHY:n yksittaisratkaisu
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