Kertausta, DY:n maaritelma

» (tavalliseksi) kertaluvun n differentiaaliyhtaloksi nimitetdan
yhtaloa, joka on yhtépitava yhtalon

F(x,y(x), Y (x),...,y'M) =0

kanssa, missa

a) F on jokin n+ 2 muuttujan reaaliarvoinen funktio
b) y on yhden muuttujan n kertaa jatkuvasti derivoituva funktio

» differentiaaliyhtdlé on normaalimuodossa, jos se on muotoa

Y = F(x, y(x), -y D)),

missd f on jokin n+ 1 muuttujan reaaliarvoinen funktio

> tarkoituksena on ratkaista y jollain vélilla /, jolla y on n
kertaa jatkuvasti derivoituva

Kertausta, OY-lause

» tarkastellaan normaalimuodossa olevaa 1. kertaluvun
alkuarvotehtavaa

Y'(x) =fly(x), y(x) =y (¥)

» jos funktio (x,y) +— f(x,y) on jatkuva ja sen toinen (y:n
suhteen laskettu) osittaisderivaatta on my6s jatkuva jossain
alueessa D C R?, joka sisaltaa pisteen (xo, yo), niin

a) AAT:lIa (©) on ratkaisu jollain valilla, joka sisiltaa pisteen xg
b) tama ratkaisu on yksikasitteinen (maarittelyvalilldan)

Esimerkki differentiaaliyhtalosta

» Funktiosta
F(x1,x2,x3,Xa) = Xq — x15In X3 + /X2

saadaan sijoittamalla x; = x, x2 = y(x), x3 = y'(x) ja
xa = y"(x) differentiaaliyhtalé

y"(x) — xsiny'(x) + m =0.
» Taman normaalimuoto on
y"'(x) = xsiny'(x) — /y(x),
jonka oikea puoli saadaan puolestaan funktiosta

f(x1,x2,Xx3) = x15in X3 — /X2.
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Kertausta, separoituvat yhtalot

» 1. kertaluvun normaalimuotoinen yhtalé y'(x) = f(x, y(x)) on
separoituva, jos oikea puoli on muotoa

f(x,y) = p(x)aly)

» funktion g nollakohdasta yp saadaan triviaaliratkaisu:
y(x) = yo kaikilla x

> jos funktio p on jatkuva ja g on jatkuvasti derivoituva,
OY-lauseen ehdot patevat

> jos OY-lauseen ehdot patevat ja y ei ole triviaaliratkaisu, niin
q(y(x)) # 0 kaikilla x

> ratkaistaessa integroidaan puolittain:

/q)(/}//(();)))dx:/p(x)dx—i—C



Esimerkki separoituvasta yhtalosta Esimerkki separoituvasta yhtalosta (jatkuu)

> Integrointi (valilla /) tuottaa
» Tarkastellaan separoituvaa yhtaloa

/
, /i/—dx = /ldx
Y=y vy
3 23
Tassa p(x) =1ja q(y) = Iy. = ¥ =x+ QG
» Nahdaan, ettd g ei ole derivoituva, kun y = 0, joten OY-lause 3
patee vain alueissa, joissa y > 0 tai y < 0. = y(x)== <3X + C> .

> Triviaaliratkaisu: y = 0. . . . - .
y » Eri C:n arvoilla saadaan eri ratkaisuja. Oheisessa kuvassa on

» Koska OY-lause ei pade triviaaliratkaisun ymparistossa, ei piirretty muutamia.

voida olettaa, ettd q(y(x)) ei saisi koskaan arvoa 0. » Kukin ratkaisu on maéaritelty ja positiivinen (ja toteuttaa

> Kuitenkin, mikali etsitdan triv.ratkaisusta poikkeavia yhtalon), kun x > —3C/2.
ratkaisuja, voidaan olettaa, ettd y(x) # 0 jollakin x, ja koska >

Emme tiedd, miten ratkaisut kayttaytyvat, kun x < —3C/2,
y on jatkuva, itse asiassa y(x) # 0 jollain valilld /. Samalla

A koska talléin y voi olla 0.
valilla mys q(y(x)) # 0. » Voidaan kuitenkin osoittaa, ettd talloin ratkaisut yhtyvat
triviaaliratkaisuun. Yksikasitteisyys ei siis todellakaan péde!

Esimerkki separoituvasta yhtalosta (jatkuu) 1. kertaluvun lineaariset yhtalot

» ensimmaisen kertaluvun yhtalo on lineaarinen, jos se on
muotoa

y' +p(x)y = q(x),

missa funktiot p ja g ovat jatkuvia jollakin valilla /

> jos g = 0, yhtaloé on homogeeninen

OY-lauseen ehdot toteutuvat automaattisesti alueessa / x R

v

v

ratkaisu siis [6ytyy valilla / (milla tahansa alkuarvoilla)




1. kl. lin. yhtalon ratkaiseminen, integroiva tekija 1. kl. lin. yhtalon ratkaiseminen, lopullinen ratkaisu

> idea: kaytetdan integroivaa tekijas, jotta saadaan yhtalon

vasen puoli "tdydennettya derivaataksi” > kerrotaan yhtalon molemmat puolet integroivalla tekijalla ja

> ts. etsitdan jokin funktio u (integroiva tekija), jolle patee integroidaan:
peA" + p(x)y) = D(u(x)y) Y +p(x)y = q(x)
eli  p(x)y" + p(x)p(x)y = u(x)y’ + 1'(x)y = p(x)y" + p(x)p(x)y = u(x)q(x)
> D(u(x)y)) = n(x)q(x)

» nahdaan, ettd p:n halutaan toteuttavan yhtalén = p(x)y = /u(x)q(x) dx+ C

4/ (x) = u(x)p(x) :
» tama yhtald on separoituva, ja sen erds ratkaisu on — Y= m (/ 1(x)q(x) dx + C) .

pu(x) = exp (/ p(x) dx)
» ratkaisu on voimassa, kun p(x) on maaritelty, u(x) # 0 ja q
on jatkuva; huomataan, ettd nama ehdot patevat koko valilla /
» u(x) on maaritelty, kun p on jatkuva (eli valilla /), eikd u saa
koskaan arvoa 0
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Esimerkki 1. kl. lin. yhtalosta Esimerkki 1. kl. lin. yhtélosta (jatkuu)

Ratkaistaan AAT y’ —y/x = 2x, y(1) = 0.

Tassa p(x) = —1/x ja g(x) = 2x. Koska p ei ole méaaritelty

nollassa, on rajoituttava joko valille (—o0,0) tai (0, c0). » Ratkaistaan viela alkuarvoehdon perusteella C:
Alkuarvoehdon vuoksi valitaan (0, 00).

v

v

v

y(1)=2-1°+C-1=0 = C=-2

> Integroiva tekija on
p—ef “Eax _gminx 1 » Lopullinen ratkaisu on siis
X
2
» Kertomalla yhtalo integroivalla tekijalla saadaan y(x) =2x" —2x.
ly’ . iy _9 » Huom! Vaikka ratkaisufunktio on maaritelty kaikilla x € R,
X x? ratkaisuvali on kuitenkin (0,00). Tdma3 johtuu siita, etta
— D <1y> -9 yhtalo ei ole edes maaritelty, kun x = 0, joten silla ei voi olla
X kyseisessa kohdassa ratkaisuakaan.

1

— —y:/2dx:2x+C
X

— y=2x*>+Cx.
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Lineaarisuus, homogeeniyhtalot

> kuvaus
L: CH(I) = CO1), L(y) =" +py,
on lineaarinen differentiaalioperaattori (huom. p € C°(1))
» lineaarisuus tarkoittaa sita, etta

Ly +y2) = L(y1) + L(y2)
L(ay) =alL(y), a€R

» lineaarialgebrasta tiedetaan, ettd homogeeniyhtalon L(y) =0
ratkaisut muodostavat vektoriavaruuden, nimittain
operaattorin L ytimen

> seuraus: jos yj ja y» ovat homogeeniyhtalon ratkaisuja, niin
koska ratkaisut muodostavat vektoriavaruuden, myoés
lineaarikombinaatio ay; + by> on myo6s ratkaisu kaikilla
a,b € R (lause 1.10)

Lineaarisuus, epahomogeeniyhtalot

epahomogeeniyhtalon L(y) = g ratkaisut muodostavat affiinin
aliavaruuden

jos tunnetaan yksikin epdhomogeeniyhtalon ratkaisu yp, kaikki
ratkaisut saadaan kaavasta

y = Cyn+ yp,

missa yp on jokin homogeeniyhtalon ratkaisu ja C mika
tahansa reaaliluku (lause 1.11)

todistus: L(Cyp +yp) = C- L(yn) + L(yp) =C-0+qg=gq
toinen suunta:

Ly)=a = Ly)=Ly) = Ly—yp)=0 joten
¥y — ¥p on homogeeniyhtalon ratkaisu
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