Differentiaaliyhtélot I
Harjoitus 4
28.8.-31.8.2012

Tehtévat 9-13 ovat kertaustehtavia. Niitd ei kasitelld harjoituksissa, eikd niistéa
saa lisdpisteitd, mutta niihin ilmestyy malliratkaisut. Niihin saa my6s kysyé apua
pajassa.

1. Osoita seuraavissa kohdissa Wronskin determinantin avulla, ettd funktiot 1 ja
19 ovat lineaarisesti riippumattomat toisistaan:

a) yi(z) =27, yo(z) =

b) y1(z) = sin sz, ya(x) = cos sz (s € R\ {0})
c) yi(z) = e, ya(x) = ze'™ (r € R)

2. Osoita, ettd y(r) = 23 toteuttaa yhtilon

5 9
y"——y'+—2y:0, kun z > 0.
x x

Etsi kertaluvun pudotuksella toinen, lineaarisesti riippumaton ratkaisu.

3. Tarkastellaan homogeeniyhtalod y” + p(z)y’ + q(x)y = 0, missd p ja g ovat
jatkuvia avoimella vélilla 1.

a) Osoita, ettd homogeeniyhtdlollda on ratkaisut y; ja ya, joiden Wronskin
determinantille patee W (y1, y2)(x0) = 1 jollakin z¢ € I. (Vihje: OY-lause.)

b) Péittele, ettd homogeeniyhtdlon ratkaisuavaruuden dimensio on 2.
4. Maérita sellaiset parametrin k arvot, ettd reuna-arvotehtavalla
y'+ky=0, y(0)=0, y(1)=0
on nollasta poikkeavia ratkaisuja.

5. Tarkastellaan homogeeniyhtdlod y” + p(z)y’ + q(z)y = 0, missa p ja g ovat jat-
kuvia funktioita. Osoita, etté pari (2™, z™) ei voi olla yhtdlon perusjarjestelmé
joukossa R, jos 1 < m < n. (Vihje: Tutki lineaarista riippumattomuutta.)

6. Ratkaise yhtélo
y' +y —2y=10sinzx.

7. Ratkaise yhtélo
i+ 9r =4t -2+

8. Ratkaise vakioiden varioinnilla yhtélo
' +4y +4y=e"*Inz, z>0.

Osittaisintegroinnista on apua.



9. Tunnista seuraavista yhtdloistd, mitkd ovat separoituvia, mitkd lineaarisia ja
mitka eksakteja.
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@) ylw =y +2 b \/E-Flztanx
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C = 1+l‘2 zy — 1 h - =1
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d) e®siny — 2zy + v/ (e®cosy — %) =0 i) yrlnzx=—-y—ylnz
e) 2xy— 1+ (sinz—2?) =0 j) 32sinx = 2?2
Yrita ratkaista yhtéloistda mahdollisimman monta.

10. Tutki edellisen tehtdvan yhtéiloiden kohdalla, missé alueissa tieddt OY-lauseen
varmasti patevin. (Kun muutat yhtél6itd normaalimuotoon, ota huomioon
mahdolliset nollalla jakamiset.)

11. Muunna seuraavat yhtéalot separoituviksi sopivilla sijoituksilla.

’ ’ x2_23/2
i (Y ) r—=2y+3
—sin (Y) +1 Q) o= 2-HT°2
o o =sin() + AL

12. Keksi 2 eksaktia, 2 lineaarista ja epdhomogeenista seké 2 separoituvaa yhtaloa,
ja ratkaise ne.

13. Valitse luvut a ja b siten, ettd alkuarvotehtavalla

(2> =1)y = (- 1)y, y(a) =0,

on a) tasan yksi b) ei yhtddn c) ddretén méaara ratkaisuja.



