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1 Ensimmédisen kertaluvun yhtilot

1.1 Johdanto

Esimerkki 1.1 (Radioaktiivinen hajoaminen). Olkoon A(t) tarkasteltavan aineen ra-
dioaktiivisuuden séteilyintensiteetti hetkelld ¢. Funktion A aikakehitysté kuvaa yhtalo

A'(t) = —KkA(t). (1.1)
Oletetaan ettd A(t) > 0 joka ajanhetkelld ¢, ja edelleen ettd k > 0, ts. ettd A on ajan
suhteen vihenevd funktio eli A'(t) < 0. Koska liséiksi tunnetusti pitee derivoimissaanto

din f(t)) _ f'(¥)

i ft)’
voimme ratkaista differentiaaliyhtilon (DY) (1.1) seuraavasti (huomaa integraalilaskennan
peruslause):

A(f) = —kA(t) < ig)) — ke

d(In A(t)) d(ln A(t))
T:—k@/Tdt:—/kdt@

InA(t) = —kt + Oy & A(t) = e%re ™ = Che™*.

DY:n (1.1) ratkaisu A(t) ei siis ole yksikésitteisesti madratty, vaan riippuu parametrista
(5, joka voi saada mielivaltaisia positiivisia arvoja. Seikka on differentiaaliyhtéloille luon-
teenomainen. Jos kuitenkin annetaan alkuehto, intensiteetti A(t) tunnetaan vaikka het-
kella ¢t = 0,

A(0) = Ay, (1.2)

niin integroimisvakio C5 tulee méaratyksi:

AO = A(O) = 0260 = 02.
Tehtavéd (1.1) ja (1.2) kutsutaan alkuarvotehtiviksi (AAT), ja sen ratkaisu on siis

A(t) = Aoeikt.
Siis jos Ag > 0, niin oletuksemme A(t) > 0 kaikilla ¢ toteutuu, ja intensiteetin vaimene-

minen on eksponentiaalista.

Esimerkki 1.2. Tarkastellaan kappaletta, jonka massa on m ja joka liikkuu pitkin
pystysuoraa z-akselia, jossa painovoima vaikutta suoraan alaspéin (= x-akselin positiivi-
nen suuntal). Oletetaan liséiksi ettd kappaleeseen vaikuttaa liiketté vastustava, nopeuteen
suoraan verrannollinen voima (vaikka ilmanvastus) verrannollisuuskertoimenaan k > 0.
Newtonin liikeyhtélo saa talloin muodon

mi = mg — k. (1.3)

Siis x(t) on paikka ajanhetkelld ¢ (z paikkafunktio), ja sen derivaatat on merkitty pail-
lipisteilld; & on kappaleen nopeus ja Z on sen kiihtyvyys; g on kiihtyvyysvakio.
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Kun merkitédén v = ¢ ja a = k/m (a > 0), niin liikkeyht&lo (1.3) saa muodon

V=g — av.
Tehd&édn seuraava derivoimista koskeva huomio (muista tulosiénto):
d(e*o(t))

dt
Sitéd kiyttden saadaan

= ae™v(t) + e™o(t) = e™(0(t) + av(t)).

v=g—av & (0 + av) = ge” &

at
/eat(ihtav)dt:g/eatdt(:)/%dt:g/e“tdtﬁ

ev = (g/a)e” +C, & v=g/a+ Cie™™,

josta integroimalla saadaan

x(t)z/u(t)dtz/(g/a+016“t> dt = (g/a)t — (Cy/a)e " + Co.  (1.4)

(Yleinen) ratkaisu siséltdd nyt siis kaksi parametria, Cym ja Co:n. Tamé johtuu yhtélon
(1.3) kertaluvusta joka on 2 (toinen derivaatta ). Tarvitaan kaksi alkuehtoa, vaikka arvot
x(0) ja v(0) = #(0), paikka ja nopeus alkuhetkelld. Jos esimerkiksi z(0) = #(0) = 0, niin
yleinen ratkaisu (1.4) antaa tavallisen lineaarisen yhtéloparin —Cy/a + Cy = x(0) = 0 ja
g/a+ C; = (0) = 0, josta saadaan C; = —g/a ja Cy = —g/a’. Siten kyseisen AAT:n
ratkaisu on

z(t) = (g/a)t — (g/a*)(1 — ™).

Seuraavaksi madrittelemme joitakin késitteitd ja annamme todistuksetta erdén teo-
reettisen perustuloksen, jota alamme heti kidyttdd hyviaksemme. Todistus seuraa vasta
myohemmin. Seuraavasssa (ja jatkossa) reaalilukuvili I/ C R on yhtenéinen, mutta se voi
olla avoin, puoliavoin tai suljettu.

Definition 1.1. (a) Olkoon F avaruuden R™"? osajoukossa mééritelty annettu reaaliar-
voinen funktio. Yhtéloa

F(zy(x).y (@), 4™ () =0 (L5)

kutsutaan (tavalliseksi) differentiaaliyhtdloksi (DY). Se koskee yhden muuttujan funktiota
= y(x), josta esiintyy eri kertaluvun derivaattoja, ja niistd korkeimman mukaisesti DY:n
(1.5) kertaluku (Kl.) on n.

b) Olkoon avaruuden R" 1 osajoukossa maarltelty annettu reaaliarvoinen funktio.
J

y" () = fz,y(@), ¥ (2), -,y V() (1.6)

on normaalimuotoinen DY. Siind siis korkein esiintyvé y:n derivaatta on ratkaistu kaiken
muun lausekkeena.



(c) Vihintéén kertalukuun n asti derivoituva yhden reaalimuuttujan funktio y = y(z) :
I — Ron DY:n (1.5-6) ratkaisu valilla I C R, jos (1.5-6) toteutuu kaikissa pisteissi z € I.

(d) Jollain reaalivélilla I méériteltyjen DY:n (1.5-6) ratkaisujen joukkoa, joka riip-
puu kertaluvun mukaisesti n:std vapaasti valittavasta oleellisesta parametrista, kutsutaan
kyseisen yhtélon yleiseksi ratkaisuksi valilla I.

Huom. Méaritelmén 1.1 kohdassa d sana oleellinen tarkoittaa ettei parametrien maaraa
voi vihentdéd esimerkiksi uusin merkinnoin. Lausekkeessa y(z) = C1Che” on vain yksi
oleellinen parametri, nimittidin C' = C1C5. On myo6s mahdollista, ettd DY:1l14 on ratkaisuja,
jotka eivét sisélly yleiseen ratkaisuun.

Seuraava keskeinen lause takaa 1. kl. normaalimuotoista yhtéloa koskevalle alkuarvoteh-
tavalle (AAT) ratkaisun olemassaolon ja yksikésitteisyyden ainakin paikallisesti. Alue on
avoin ja yhtendinen osajoukko.

Theorem 1.2 (Lokaali OY-lause). Olkoon D tason R? alue, ja olkoot funktio f = f(x,vy)
sekd sen osittaisderivaatta Of /0y jatkuvia siindg. Olkoon (xg, o) € D.
(a) Tdlloin AAT:lld

y(z) = flzy), ylxo) = v, (1.7)

on jollakin avoimella valilla I mddaritelty ratkaisu y : I — R. Erityisesti xo € 1.
(b) Olkoon x¢ € 11N 1y, ja olkoot yy : I, — R, k = 1,2, kaksi kyseisen AAT:n ratkaisua,
jotka kulkevat D:ssd, ts. (x,yx(x)) € D kaikilla x € I, k = 1,2. Tdlloin

yl(x) = yg(l') Vo € I N Is. (18)
Proof. Esitetddn kurssissa Differentiaaliyhtélot I1. O
Viel4 toinen, varsin hyodyllinen teoreettinen tulos.

Theorem 1.3 (Poistumislause). Olkoon D tason R? alue, ja olkoot funktio f seki sen
osittaisderivaatta Of /Jy jatkuvia siind. Olkoon (xg,yo) € D.
(a) Tdlloin AAT:lld

yl<x) = f(q;?y)u y(l’o) = Yo,

on (maksimaali)ratkaisu y : I — R, jossa ratkaisukiyrd {(x,y(z)) |z € I} kulkee alueessa
D, ja sen hdinndt poistuvat kyseisen alueen reunalle.

(b) (Maksimaali)ratkaisu y : I — R on yksikdsitteisesti mddardtty, ja kaikki muut
AAT:n ratkaisut D:ssd ovat sen rajoittumia.

[lmaisu "poistua alueen reunalle” kuvaa maksimaaliratkaisun tilannetta hyvin, mutta
sen sisdlto madritellddn tarkemmin kurssissa Differentiaaliyhtalot I1. Siind esitetdédn mah-
dollisesti myos todistus.

1.2 Separoituvat yhtalot

Definition 1.4. Ensimmaéisen kertaluvun DY on separoituva, jos se voidaan kirjoittaa
muodossa



y'(x) = p(x)q(y), (1.9)

jossa y = y(x) on DY:n tuntematon funktio ja p sekd ¢ ovat tunnettuja yhden muuttujan
funktioita.

Selvennetaan kasitettd muutamalla esimerkill&.

Esimerkki 1.3. (a) Esimerkin 1.1 yhtélo on separoituva:

Al(t) = —kA(t) = p(t)q(A(1),
jossa p(t) = —k ja q(A) = A.
(b) My6s yhtalo
, 2r+uay
o3+l

on separoituva, silla

2e+ay 24y

jossa
) 2+y
p(z) =z ja q(y)—y3+1-

(c¢) Yhtélo ¢ = 1 + xy puolestaan ei ole separoituva. Jos asian haluaisi todistaa, se
hoituisi helpoiten epdsuorasti (hahmottele todistus).

Separoituvan yhtédlon standardi ratkaisumenetelméa

Etsitddn yhtdlon (1.9) ratkaisua jossain (x,y)-tason R? alueessa D (luontevasti suo-
rakaide), ja oletetaan ettd p on jatkuva ja ¢ on jatkuvasti derivoituva siind. Talloin OY-
lauseen 1.2 oletukset ovat voimassa,. Erityisesti aidosti eri ratkaisut (ratkaisukéyrit) eivét
voi leikata toisiaan D:ssé, silld leikkauspiste voidaan valita alkuehdoksi, jonka kautta siis
lauseen 1.2 mukaan kulkee vain yksi ratkaisu.

Olkoon y = y(z) yhtéalon (1.9) ratkaisu, jossa jollakin z pétee (xo,y(zo)) € D ja
q(y(z)) = 0. Huomataan ettd myos vakiofunktio yg, jossa yo = y(xo), on yhtdlon (1.9)
ratkaisu (miksi?). OY-lauseen 1.2 nojalla y(z) = yo, miké seuraa kun alkuehdoksi valitaan
y(xo) = yo. Siten on tultu johtopditokseen, ettd

(1) yhtélon ¢(y) = 0 jokainen juuri yy antaa DY:n (1.9) vakioratkaisun y(z) = yo, nk.
triviaaliratkaisun,

(2) muilla D:ssd kulkevilla ratkaisuilla péatee g(y(x)) # 0 kaikilla z, ja ndmé saadaan
seuraavasti:

Merkitdén h(y) = 1/q(y), ja olkoot H(y) = [h(y)dy ja P(x) = [p(x)dx jotkin
funktioiden h ja p integraalifunktiot. Derivoituvalle funktiolle y = y(z) pétee yhdistetyn
funktion derivoimis-integroimissddnnon nojalla

w = H'(y(z))y'(z) = h(y(x))y'(z),

joten jos ¢q(y(z)) # 0 kaikilla z, niin



() = palaly) & M@ @) = ple) & [ W@y @ de = [ ) da
< H(y(z)) = P(x) + C.

Saatua tavallista yhtaloa

H(y) = P(x) +C, C€R, (1.10)

kutsutaan DY:n (1.9) implisiittiratkaisuksi. Se siis méadarada (1.9):mn ratkaisut y = y(x)
implisiittisesti mahdollisesti lukuun ottamatta triviaaliratkaisuja.

Esimerkki 1.4. Ratkaistaan separoituva yhtalo
J = T —9
y*

jossa siis p(z) = x — 5 ja q(y) = y~2. Koska ¢:lla ei ole nollakohtia, DY:lI4 ei ole trivi-
aaliratkaisuja. Voimme edeté suoraan ratkaisumenetelmén kohtaan (2). Saadaan (huomaa
kéteva merkintatyyli, muuttujien separointi, se on aivan kohdan (2) paittelyd noudattava)

dy x—35
dr 32

<:>y2dy:(x—5)dx<:>/y2dy:/(x—5)dx
& (1/3)y® = (1/2)2® — 5z + C.

On saatu implisiittiratkaisu, mikéa yleensé on riittavad, mutta télla kertaa voimme ratkaista
funktion y helposti myos eksplisiittisesti. Saadaan

y(@) = ((8/212> ~ 152+ C) "

jossa C'= 3C; € R. TAmé ratkaisu on voimassa pisteissé (3/2)z? — 152 + C' # 0 (miksi?).

Esimerkki 1.5. Ratkaistaan separoituva yhtalo
,y—1 1

= = —_ ]_

V= ors a3

ja haetaan ne ratkaisut y, joilla y(1) = 0, siis ratkaistaan vastaava AAT.
Ensin triviaaliratkaisut:

qy)=y—-1=0&y=1

Siten yhtalolla on yksi triviaaliratkaisu y = 1.
Muut ratkaisut (tarkalleen ottaen R*n alueissa, joissa x > —3 tai x < —3) saadaan
separoimalla:

d _
dy _y 1<:> dy _ dx o dy :/ dx
de  z+3 y—1 x+4+3 y—1 r+3

Inly—1=hjz+3|+Ci < ly—1=Clz+3| < y—1=C(x+ 3),



yleinen ratkaisu, jossa C; € R, Cy = €{ > 0 ja C' = +C, # 0. Kun vield otetaan huomioon
triviaaliratkaisu y = 1, niin C voi saada mitéd arvoja tahansa, siis C' € R. Ratkaisut ovat
pisteen (—3,1) kautta kulkevia suoria, miké ei ole ristiriidassa OY-lauseen kanssa, silld
normaalimuoto ei ole edes méadritelty niiden leikkauspisteessé (—3,1).

Alkuehto y(—1) = 0 antaa —1 = C(—1+3) & C' = —1/2. Siten AAT:n ratkaisu on

y=1—(1/2)(x + 3).

Edellisessé esimerkissé alkuehtona ei voisi olla y(—3) = vy, silld yhtdlo ei ole edes
médritelty téllaisessa pisteesséd. Seuraavan esimerkin tarkoitus on osoittaa, ettd vaikka
alkuehto olisikin mielekds, AAT:n ratkaisun ei tarvitse olla yksikésitteisesti madratty.
Oleellista on ettd normaalimuodon antava f(z,y) on tarpeeksi sddnnollinen alkuehtopis-
teen ympéristossd (OY-lauseen Theorem 1.2 oletukset).

Esimerkki 1.6. Ratkaistaan separoituva yhtalo

v =y
puolitasossa {(z,y) |y > 0} (jossa DY on mdéritelty). Koska ¢(y) = \/y =0 < y = 0,
yhtélolld on triviaaliratkaisu y = 0. OY-lauseen oletukset toteutuvat alueessa {(x,y) |y >
0}. Kaikki siind kulkevat ratkaisut saadaan separoimalla:

= Vie /(1/2)y_1/2 dy = (1/2) /dl“ Sy = (1/2)(x+C) & y=(1/4)(z+C)*,

jossa x > —C' (miksi?). Yleiseksi ratkaisuksi saadaan

y(x) = (1/4)(z+C)?*, CeR, (z>-0), (1.11)
ja koska y voi saada my6s arvon nolla, jatkuvuusargumentin nojalla ratkaisu koskee myos
pistettda x = —3, ts. kullakin C' maksimaalinen ratkaisuvili on x > —C.

Yleinen ratkaisu ei anna triviaaliratkaisua. Enemmaénkin, suora lasku osoittaa ettd
kaikilla a € R funktio

0, r <a,
y(o) = {(1/4)(:1; _a)? z>a (1.12)

on derivoituva ja toteuttaa DY:n kaikilla x € R. On 16ydetty ddrettomén monta ratkaisua,
jotka eivit sisilly yleiseen ratkaisuun (1.11). Itse asiassa, kun a > 0, ratkaisut (1.12) to-
teuttavat kaikki alkuehdon y(0) = 0. My6s AAT 114 on ddrettoméan monta ratkaisua. Tama
"patologisuus” johtuu siité ettd q(y) = \/y "kdyttaytyy huonosti” pisteessd y = 0 (ei ole
derivoituva). Tason pisteet (z,0) eivdt kuulu alueeseen, jossa OY-lauseen oletukset to-
teutuvat; ratkaisukayré voi haaroittua téllaisessa pisteessa (tai sellaisen kautta ei tarvitse
kulkea yht#én ratkaisua).

1.3 Eksaktit yhtilst

Tarkastellaan muotoa

M(z,y) + N(z,y)y’ =0 (1.13)

olevaa 1. kl. differentiaaliyhtilod jossain tason R? alueessa D. Kiytinnossid funktiot
M (z,y) ja N(x,y) oletetaan jatkuvasti derivoituviksi siiné (jatkuvat osittaisderivaatat).
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Definition 1.5. Yht#lo (1.13) on eksakti alueessa D C R?, jos on olemassa kahdesti
jatkuvasti derivoituva funktio F' : D — R, nk. integraalifunktio (potentiaali), jolle patee

oF or
ox dy

Huom. Méiritelmén vaatimus “kahdesti jatkuvasti derivoituva” voidaan korvata hie-
man lievemmaélld vaatimuksella "kahdesti differentioituva”, kts. analyysin kurssit.

Eksaktisuuden hyoty piilee derivoinnin ketjusédénnossé. Olkoon y = y(z) derivoituva
funktio, joka toteuttaa (tavallisen) yhtélon F(z,y(z)) = C jollakin vakiolla C. Talloin
kyseisen sddnnon nojalla

(z,y(x)) * 1+ a—F(ﬂS’ y(@)y (x) = M(z,y(x)) + N(z, y(z))y'(z).

0= L F(z,y(x) = 5

OF
dz Ox
Kédntéen, jos y = y(x) on DY:n (1.13) ratkaisu, niin edelld esitetty pééttely osoittaa ettd
(d/dz)F(x,y(x)) = 0. Siten yhtdlo F(x,y(z)) = C toteutuu jollakin vakiolla C. Jos siis
onnistutaan méadradmadan F eksaktisuusehdoista OF/0x = M ja 0F/0y = N, niin on
loydetty yhtdlon (1.13) ratkaisut implisiittimuodossa

F(z,y(z))=C, CeR. (1.15)

Lisdksi yhtélon (1.13) eksaktisuus on helposti tarkistettavissa. Seuraavassa tarkastel-
laan R?:n suorakaiteen muotoista, reifiténtd aluetta (alueen pelkké reifittémyys riittéisi).

Theorem 1.6 (Eksaktisuuslause). Olkoot M (x,y) ja N(z,y) jatkuvasti derivoituvia funk-
tioita suorakaiteen muotoisessa, reidttomdssd alueessa R C R2.
Talloin yhtalo (1.13) on eksakti alueessa R tasan silloin kun pditee

oM ON _
a—y(x,y) = %(x,y) kaikilla (x,y) € R. (1.16)

Proof. Olkoon aluksi DY (1.13) eksakti ja F' sen potentiaali alueessa R. Derivoimisjérjestyk-
sen vaihdon sallivan sdénnon (kts. analyysi) nojalla

oM 92 F 92 F ON
el - - s kaikill .
oy (z,y) awx(:c,y) 900y (z,y) e (z,y) kaikilla (z,y) € R

Tassd padttelyssd R:n muodolla ei ollut valia.
Patekoon sitten (1.16). Kinnitetédén piste (zo,y0) € R ja mééritellddn F: R — R,

F(z,y) =/ M(s,y)ds + g(y),
xo
jossa g on mielivaltainen derivoituva funktio. Télloin R:ssé pétee

OF

%(I7y) = M(I7y)

Vield on valittava g sellaiseksi etté eksaktisuuden toinenkin ehto (1.14) toteutuu. De-
rivoidaan ' muuttujan y suhteen ja kdytetddn oletusta (1.16). Tunnetusti derivointi
voidaan tehdé integraalin alla (kts. analyysi), joten saadaan



OF z 9 Lo [T ,
a—y(x,y)Z/zo 5—yM(S,y)ds+g(y)—/ @N(s,y)ds+g<y)

zo
= N(z,y) — N(zo,y) + 9'().
Riittaa siis valita sellainen ¢ etté
Yy
g'(y) = N(xo,y), vaikka g¢(y) = / N(zo,t)dt
Yo

Siten on loytynyt R:ssé potentiaali F,

x Yy
F(z,y) = / M(s,y)ds +/ N(xo,t)dt. (1.17)
zo Yo
Tama todistuksen osa nojasi vahvasti suorakaidemuotoon ja R:n reidttémyyteen.
O
Huom. 1. Yhtd hyvin potentiaali (1.17) voidaan kirjoittaa muodossa
x Yy
F(z,y) :/ M (s,yo) ds+/ N(z,t)dt. (1.18)
o Yo

Huom. 2. Eksaktisuuslause pétee yleisemmin yhdesti yhtendisessi (=reidttoméssi)
alueessa. Todistus nojaa topologiaan.

Eksaktin yhtilon ratkaisumenetelméa
(1) Todetaan yhtélon (1.13) eksaktisuus kriteerilld (1.16). Jos se pétee reidttoméssi
suorakaiteessa R C R2, niin potentiaali siind voidaan kirjoittaa teoreeman todistusta
mukaillen muodoissa (my6s h on derivoituva funktio)

F(z,y) = /Msy)ds+g /Nxt

(2) Integroidaan [ M(z,y) dz (tai vaihtoehtoisesti [ N(z,y)dy, jos kevyempi laskea);
integroimisvakiosta ei tarvitse valittad, silla se tulee siséiltyméiéin funktioon ¢g(y). Kirjoite-
taan F(z,y) = [ M(z,y)dx+ g(y) (tal F(z,y) = h(z) + [ N(z,y) dy).

(3) Mikdli yhtdlo (1.18) on todella eksakti, niin seuraavaksi kirjoitettava yhtdlo

or 0 1N
a_y_a_y/M(x7y)dx+g(y)—N(Iay)

rigppuu vain muuttujasta y (ei x:std). Siitd saadaan integroimalla funktio g(y). Itse asiassa
riippumattomuus z:std on yhtéapitava eksaktisuuden kanssa (kts. teoreeman todistus).
Vastaavasti 9 = I'(z) + 2 [ N(z,y) dy = M(z,y) riippuu vain z:std. Saadaan h(z).
Kummassakm tapauksessa saadaan potentiaali F'.
(4) Kirjoitetaan implisiittiratkaisu (1.15), F(z,y) = C, C € R. Aikaisemmin on
paatelty, etté se antaa yhtélon (1.13) kaikki ratkaisut. Jos kohtuudella onnistuu, ratkaistaan
siitd y = y(x) eksplisiittisesti. Joskus ratkaistaan kddnteisfunktio z = z(y).

Esimerkki 1.7. Tarkastellaan muotoa (1.13) olevaa yhtéloa
y'(1+ ze? + zye?) + (ye¥ + 2) =0,
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jossasiis M = yev+2 € CY(R?) ja N = 14+azeV+aye? € C'(R?). Seurataan ratkaisumenetel-
mén vaiheita.

M N
) %_ _ %_ — e el — (e +ye’) =0 kaikilla (z,y) € R2.
Yy T

Suorakaiteeksi voidaan valita R = R2. Yhtilo on eksakti siiné.

(2) F(z,y) = /(yey +2) dr + g(y) = zye? +2x + g(y)

Selvisti helpompi integrointi!
oF , ,
(3) n =ze' +aye! +¢'(y) = 1 +xe? + xye? < ¢'(y) = 1.
Yhtélo todellakin riippuu vain y:stid! Saadaan g(y) = v, ja se sijoittamalla F'.

(4) Implisiittiratkaisu on

F(z,y) =azye + 22 +y=C, Ce€R,
se riittaisi. Eksplisiittisesti saadaan kédanteisfunktiot

C—y o
z(y) = Tt gt CeR, ye€R (miksi?).

Esimerkki 1.8. (a) y+xy’ = 0. Joukossa jossa x # 0, se voidaan kirjoittaa y' = —y/z,
ja siten kasitella separoituvana yhtaloné. Toisaalta
M+ Ny =y+ay =0
ja

oM ON
8_y — o 1-1=0 kaikilla (x,5) € R*

Yhtilo on eksakti suorakaiteessa R = R?. Eteenpéin:

Fla,y) = h(z) + / rdy = h(z) + o,
josta

OF , B b
%—h(:v)—l—y—y@h(x)—o

(riippuu vain x:stél), josta h(z) = 0. Implisiittiratkaisu on

F(z,y)=zy=C, CeR.

(b)
M+ Ny = (y—32°) + (z 1)y’ =0,

jossa selvisti M, N € C'(R?). Koska OM /0y — ON/0x = 1 — 1 = 0 kaikilla (x,y) € R?
yht#lé on eksakti suorakaiteessa R = R?. Niinpé:
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Fa.y) = <x>+/<x—1>dy:h<x>+xy—y,

josta
OF
B = B (z)+y=1y— 32" < h(r) = —327%
T
riippuu vain a:stél. Saadaan h(x) = — [ 32? dv = —z%. Implisiittiratkaisu on
F(z,y)=—2"4+2y—y=C, CcR.
Eksplisiittisesti
C+ a3
y(z) = T CeR, z#1.
‘r E—

Esimerkki 1.9 (Separoituva yhtilé on eksakti). Tarkastellaan separoituvaa yht&lod

y' = p(r)q(y).

Funktion ¢ nollakohdat olkoot suuruusjirjestyksessi yi,---,yx. Kun y(x) # yp, k =
1,---, K, niin

1
Yy =px)q(y) © plx) — —y =M+ Ny’ =0,

q(y)

ja OM /0y — ON/Ox = 0 — 0 = 0. Siten yhtélo on eksakti suorakaiteissa

R:Rx]yk7yk+1[7 kzO? JK (?JO:—OO, yK+1:OO)-

Esimerkki 1.10. Yhtalo

M + Ny = (z + 32*siny) + (2* cosy)y =0 (1.19)

ei ole eksakti, silli OM /Jy—ON/Ox = 3x3 cosy—4x3 cosy = —a> cosy ei ole nolla missiin
R2:n avoimessa joukossa, erityisesti alueessa. Kerrotaan yht#ls (1.19) puolittain funktiolla
wu(x) = 1/z, jolloin saadaan ainakin alueissa Dy = {(x,y) |z > 0} ja Dy = {(z,y) |z < 0}
sen kanssa yhtapitava yhtalo

M + Ny' = (14 32%siny) + (2% cosy)y’ = 0.

Tamé on eksakti tasossa R2, silli OM /0y — ON [0z = 322 cosy — 3z%cosy = 0 kaikilla
(z,y) € R?. Funktiota u(x) = 1/ kutsutaan yhtélon (1.19) integroivaksi tekijiksi.

Theorem 1.7. Tarkastellaan yhtdlod (1.13), M (z,y)+N(z,y)y’ = 0, jossa pdtee M, N €
CY(D). Jos funktio

o) = o (%—Aj@,w - %—fu,y)) (1.20)

rigppu vain x:sta eli on y:n suhteen vakiofunktio, niin yhtdlolld (1.13) on integroiva tekiji
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p(x) = exp (/h(x) dx). (1.21)

Vastaavasti, jos funktio

10) = 31 (o o) = G o) (122

rigppuu vain y:std, niin yhtdlolla (1.18) on integroiva tekiji

1(y) = exp (/g(y) dy)- (1.23)

Proof. Oletetaan ettd (1.20) pétee (tapaus (1.22) on aivan symmetrinen). Téll6in mieli-
valtaiselle derivoituvalle funktiolle u(x) pétee

5@ w.9) = () Nz )
() g (09) = W @)NGap) - pla) 5 00
=p(x) (a—M Z(%y)) — W (z)N(z,y)
()N ()~ § @ (. y)

(()() ()) (z,9).

Siispé p(x) on integroiva tekija tasan silloin, kun se toteuttaa separoituvan yhtalon p/(z) =

h(z)u(x). Tamén erds nollasta poikkeava ratkaisu on (1.21).
[

Esimerkki 1.11. Sovelletaan lausetta 1.7 edellisen esimerkin yhtdloon (1.19):

h(m)— OM ONY  —a’cosy 1
oy or )

joten saadaan integroiva teklja

d 1
Iu(;p) = exp ( _/_l‘) — e—ln|r| 1 €1n|x\ - x 7& 0.

@ x|’
Koska etumerkki voidaan vaihtaa (koskee nyt arvoja < 0), voidaan valita p(z) = 1/x
(x #0), siis juuri se joka annettiin esimerkissa 1.10.
Ratkaistaan (1.19) loppuun asti. Saadaan ainakin alueissa Dy = {(x,y) |z > 0} ja
Dy = {(z,y) |z < 0} sen kanssa yhtépitava yht&lo

xtcosy x

M + Ny = (14 32%siny) + (2% cosy)y’ = 0, (1.24)

joka on, kuten nihtiin, eksakti koko tasossa R2. Lasketaan sen potentiaali:
F(z,y) = /de +9(y) =z +2’siny + g(y),
josta
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or -
5= 2’ cosy+¢(y) =N =1’cosy & ¢'(y) =0,
Y

ja saadaan g(y) = 0, potentiaali F' ja yhtdloiden (1.19) ja (1.24) implisiittiratkaisu

F(z,y) =z +2*siny=C, CecR. (1.25)

Huom.1. Teoria sanoo ettd implisiittiratkaisu (1.25) antaa tasan (1.24):n kaikki ratkaisut
y = y(z). Voidaan paitelld, ettd tilld kertaa yhtaloilld (1.19) ja (1.24) on tasan samat
ratkaisut, myos pisteessd = = 0.

Huom.2. Muotoa (1.13) olevalla yhtéloll4, jos se ei ole valmiiksi eksakti, voi olla inte-
groiva tekija p(z, y), joka riippuu kummastakin muuttujasta x ja y. Tallaisen 1oytamiseksi
ei ole kuitenkaan mitdén yksinkertaista yleiskeinoa.

1.4 Ensimmadisen kertaluvun lineaariset yhtalot

Toistaiseksi on tutkittu hyvin yleistd muotoa olevia 1. kl. differentiaaliyhtiloité. Seu-
raavaksi tutkitaan jatkonkin kannalta tédrke#déd erikoistapausta, lineaarista ensimméisen
kertaluvun yhalod. Se on muotoa (standardimuoto LY)

(Ly)(z) = y'(2) + p(a)y(z) = q(=), (1.26)

ja sitd vastaava homogeeniyhtilé (HY) kuuluu

(Ly) (@) = ¢/ (&) + pla)y(z) = 0. (1.27)

Kerroinfunktiot p ja ¢ oletetaan jatkuviksi jollain reaalivililla, ja pyrkimys on loytaa
ratkaisu kyseiselld koko vililld eli globaalisti (miké, kuten ndhdéén, tulee onnistumaan).
Nimitys lineaarinen tulee siité, ettd kuvaus y — Ly on lineaarinen differentiaalioperaattori
(=funktioavaruuksien vilinen lineaarikuvaus). Nimittdin derivoituville funktioille y, y; ja
1o seké vakiolle a péatee:

L(y1 +y2) = Lyy + Ly,

L(ay) = aLy. (1.28)
Proof. Olkoon myés b vakio. Kéayttden tunnettuja derivopimissaantoja saadaan
L{ay, + byz) = %(a’yl +bya) + p(@) (ayr + byz) = ay + by} + apyr + bpys
= a(yy + py1) + b(ys + py2) = aLys + bLys.
O

Lineaarinen yhtalo ei yleensé ole valmiiksi eksakti, mutta lauseen 1.6 mukainen inte-
groiva tekija loytyy. Nimittéin

Ly=q& M+ Ny = (p(x)y — q(z)) + 1y’ =0,

joten
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v =5 (50— 5y ) =#le)

riippuu vain z:std. Lauseen 1.7 mukainen integroiva tekija on p(z) = exp (fp(m) dx), ja
saadaan yhtipitivi eksakti yhtdls M + Ny = uM + pNy' = 0. Siis lineaarinen 1. Kl.
yhtalo, kuten separoituvakin, voidaan aina ratkaista eksaktina yhtalona.

Integroiva tekija 1oytyy suorempaakin, helposti muistettavalla tavalla: Olkoot p(z) ja
y(x) mielivaltaisia derivoituvia funktioita. T&lloin

d
(@) = my' + 1y = pLy = py' + ple)y < p' = p(a)p.

Tamén separoituvan yhtalon ratkaisu voidaan kirjoittaa koreilemattomasti

pu(x) = exp </p($) dz), (1.29)

tai alkuarvotehtavié ajatellen voidaan poimia yksittaisratkaisu

p(r) = exp (/xp(s) ds). (1.30)

x0
Lineaarisen 1. kl. yhtdlon ratkaisumenetelméi

Integroivan tekijan (1.29) tai (1.30) avulla lineaarinen yhtalo (1.26-27) ratkeaa hel-
posti:

Ly =q< py +p@)py = pg(z) < @(u(x)y(fﬂ)) = p(z)q(z) &
o) =+ ([ utate) e+ €) = € Farm o [ ey oy .

Ratkaisumenetelmén antama tulos voidaan haluttaessa kirjoittaa valmiina kaavana:

Theorem 1.8. Lineaarisen 1. kl. DY:n (1.26) yleinen ratkaisu on

o) = OO g [ ity ar, R (1.31)

zo

Proof. Ratkaisumenetelmé ja huomio
T t x xo x
Lo
xo xo x0 t t

Huom. Ratkaisu (1.31) pétee kaikilla z, joilla kerroinfunktiot p ja ¢ ovat jatkuvia
(yleisemmin: integraalit ovat olemassa).

]

Corollary 1.9. AAT:n

Ly =y +p(x)y=q(z), y(xo) = w0,
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ratkaisu on

a) = gme For g [ e 0y ar (1.32)

0

Proof. yo = y(xg) = Ce® +0 = C. O
Esimerkki 1.12. Ratkaistaan AAT

ldy 2y
xdr 1z
Siirrytaédn ensimméiseksi standardimuotoon

=xcosz, y(m/2)=3.

2
y — =y = 2% cosz.
x

2

Yhtilo on lineaarinen; p(z) = —2/x ja q(x) = x* cos x. Sen integroiva tekija (1.29) on

/L(ZE) — efp(a:)dm — B—QI% — 6—21n\ac| — elnx*2 _ i

22
Ratkaisumenetelmén mukaisesti saadaan yleinen ratkaisu

.2 ) 1, 2 d /1

Yy — —y=zx"cosxr & —y ——y:cosx<:>—(—y> = COST <
T 2 3 dx \ x2

1

Y= /Cosxd$zsinx+(]<:>y($) =a2?sinz + C2?, CeR, x#0.
Alkuehto: 3 = y(7/2) = (x2/4)(sin(7/2) + C) = (7?/4)(1+ C) & C = 12/x* — 1.
Siten AAT:n ratkaisu on

12
y(x) :x2<sinx+—2 - 1), x> 0 (koska g > 0).
T

Seuraavat lauseet ovat suora seuraus yhtéloiden (1.26) ja (1.27) lineaarisuudesta.

Theorem 1.10 (Superpositioperiaate). Olkoot y; ja yo homogeeniyhtilon (1.27) ratkaisuja
ja a sekd b vakioita. Tdlloin myds y = ayy + bys on kyseisen yhtdlon ratkaisu.

Proof. Lineaarisuudesta (1.28) saadaan
Ly = L(ay, + byz2) = aLy; + bLys = a0+ b+ 0 = 0.
0

Huom. HY:n (1.27) ratkaisut on lineaarikuvauksen L ydin, siten aliavaruus; se voidaan
kirjoittaa yksinkertaisesti y = Cyp, C' € R, jossa yo(z) = exp(— [ p(z) dz).

Theorem 1.11. Olkoon Cyy homogeeniyhtilon (1.27) yleinen ratkaisu ja olkoon y, tdy-
dellisen yhtdlon (1.26) (LY) jokin yksittiisratkaisu. Talldin

y(r) = Cyo(x) + ya(z), C€ER, (1.33)

on LY:n (1.26) yleinen ratkaisu. Itse asiassa siitd saadaan kaikki ratkaisut.
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Proof. Oletuksen mukaan Ly, = 0 ja Ly; = q. Siten

Ly=L(cyo+vy1) =CLyo+ Ly1 =0+ q=q,

joten muotoa (1.33) oleva y on LY:n ratkaisu.
Kaéntéen, olkoon ys jokin LY:n ratkaisu: Ly, = ¢. Téalloin

L(ys —y1) = Lys — Lys = ¢ — ¢ = 0,

joten jollakin C' € R pétee yo — y1 = C'yp, siis yo = Cyo + y1-
]

Huom.1. Lauseiden 1.10 ja 1.11 oleellinen sisélto patee myos korkeamman kertaluvun
lineaarisille yhtéloille ja lineaarisille systeemeille; se nédyttelee niiden ratkaisumenetelmissa
keskeisté osaa.

Huom.2. Yleisessi ratkaisussa (1.31) termi Cexp ( — f;; p(s)ds), C € R, on HY'n
(1.27) yleinen ratkaisu ja funktio [ exp (— [ p(s)ds)q(t)dt on LY:n (1.26) yksittiis-
ratkaisu.

Huom.3. Lause 1.11 tarjoaa eréi&n tavan ratkaista lineaarinen yhtélo: Muodostetaan
HY:n yleinen ratkaisu, LY:lle etsitdén vaikka kokeilemalla yksittaisratkaisu ja summataan
nama.

Esimerkki 1.13. Ratkaistaan juuri mainitulla tavalla lineaarinen yht&lo 3’42y = 3e”.
Vastaava HY on separoituva,

d d d d
—y+2y20(:>—y:—2y(kuny#O)@—y:—QdaH:)/—y:—Q/dz@
dx dx Yy Y

Injy| = 224+ C1 & |yl = Coe™® (Co=e"">0) o y=Cse? (Cy==+C, #0).

Liséiksi on triviaaliratkaisu y = 0; se kuitenkin saadaan C':n arvosta nolla. Siten HY:n
yleinen ratkaisu on y(z) = Ce™2*, C € R.

Etsitddn LY:lle yksittaisratkaisu yritteelld y = Ae®, jossa A on parametri (nk. mddraimdt-
tomien kertoimien menetelmd). Sijoittamalla tamé saadaan

Y + 2y = Ae® + 24" = 3" & 3Ae” = 3" & A =1,

joten y = €” on LY:n yksittaisratkaisu. Lauseen 1.11 mukaan LY:n yleinen ratkaisu on

y(z) =" +Ce®, CeR, ze€R.

1.5 Sijoitukset ja muunnokset

Olemme késitelleet separoituvia, eksakteja ja lineaarisia yhtéloita. Kaikki 1. kl. yhtalot
eivit ole sellaisia, mutta erilaisilla muunnoksilla osa palautuu sellaiseksi. Seuraavassa
tarkastellaan neljaé klassista tapausta.

1.5.1 Bernoullin yhtilo

Bernoullin yhtdlé on muotoa
Y (@) + p(x)y(z) = q(z)y(2)*, (1.34)
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jossa A on reaalinen parametri (kertoimet p ja ¢ jatkuvia). Kun A = 0 tai A = 1, yhtélo

on lineaarinen, joten voidaan olettaa ettd A # 0 ja A # 1. Jos A > 0, niin yht&lolla on

triviaaliratkaisu y = 0. OY-lauseen 1.2 ehdot toteutuvat varmasti, kun y > 0, mutta eivit

yleensé pisteissi (z,0) (poikkeuksiakin on, esimerkiksi A = 4/3, muttei A = 1/3; miksi?).
Ratkaisut y = y(z), joissa y(x) # 0, saadaan yhtalosté

y Y+ p(a)y ™ = g(x). (1.35)
Tehd&én siihen sijoitus (muunnos)
2(x) = y(x)' ™, (1.36)
jolloin saadaan - koska yhdistetyn funktion derivoimissdinnén mukaan
Z(x) = (1= Ny(x) "y ()
- funktiolle z (muunnoksen kautta) (1.35):n kanssa yhtépitiva lineaarinen yhtalo

1
1—A

2+ p(x)z = q(z). (1.37)

Esimerkki 1.14. Tarkastellaan yhtilod ¢ — 5y = —(5/2)zy>. Se on Bernoulli, A =
3 > 0, ja télld kertaa OY-lauseen 1.2 ehdot on téytetty koko tasossa R2. Silli on triviaali-
ratkaisu y = 0, ja kaikki muut ratkaisut saadaan yhtéalostd (1.35), siis yhtélosta (1.37).

Jakamalla y =3y — 5y~2 = —(5/2)z. Tehdééin siis sijoitus z(z) = y(z)™? & y(z) =
+2(2)7Y2 = £1//2(x), jolloin 2’ = —2y~3y/, ja saadaan yht#lo —(1/2)z'—5z = —(5/2)x,
normaalimuodossa 2’ + 10z = 5z. Tamén integroiva tekiji on pu(x) = exp ( /10 dx) =
exp(10z). Lasketaan (lopussa osittaisintegrointi):

d
2 4+ 102 = bz < %2 +10e'% 2 = 5re!™ o —(610’”2) = 5ze'% o %7, = /51’610‘T dx

dx
—10z —10z —10z 10x

Sz = ¢ 5 /:r;* 10e'%% g — & 5 (xelox —/eloxdx> _C 5 <xelom— 610 —1—01)
oz 1 ~10z

=373 + Ce .

Siten alkuperéisen yhtéalon yleinen ratkaisu on

~1/2 v 1 ~10
y(x) = +2(x) =+1: E—%—i-C'e z  CelR

Liséiksi on triviaaliratkaisu y = 0 (eikd sitten muita). Naméi ratkaisut todella peittéavit
toisiaan leikkaamatta tason R?, kuten OY-lause 1.2 edellyttéiikin.

1.5.2 Tasa-asteiset yhtilot
Olkoon funktio f annettu. Muotoa

/o) = 1(") (1.33)

T

oleva differentiaaliyhtélo on tasa-asteinen . Siihen tehddén sijoitus
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z(x) = M, x #0, (1.39)

jolloin xz =y, ¥y = z 4+ x2’, ja yhtdlo saa muodon

2(z) + 2 (2) = f(2(2) @ 22’ = f(z) — 2z (kan z # 0) & 2/ = = (f(2) — 2).

Tasa-asteinen yhtdlo (1.38) palautuu siten muunnoksella (1.39) separoituvaksi yhtaloksi.

Esimerkki 1.15. Yhtalo

zy+yP+2® oy (yN?
y=t = (G) L £

on tasa-asteinen. Tehd&én sijoitus z(z) = y(z)/z, jolloin xz =y, ¥ = z + x2/, ja saadaan
arvoilla x # 0 yhtépitavésti

stz =242 +1ler =1+ =— & =
14 22 T

1+22 =z
arctan z = In |z + C' < z(z) = tan (In|z| + C),

dz dx / dz dx
— =

joten yleinen ratkaisu on

y(z) = zz(z) = ztan (In|z|+ C), CeR.

1.5.3 Muotoa y' = f(az + by) olevat yhtilst

Olkoot funktio f ja vakiot a seké b annettuja. Voidaan olettaa ettd b # 0. Tarkastelussa
on muotoa

Y (x) = flax + by) (1.40)

oleva yhtalo; erityistd siind on ettd tunnettuun funktioon f on sijoitettu ensimméisen
asteen homogeeninen lauseke az 4 by. Téllaiseen tehdééan sijoitus

2(z) = ax + by(z), (1.41)
jolloin y = (1/b)(z — ax), vy’ = (1/b)(2' — a), ja yhtélo saa muodon

A/ = a) = f() & 2 = a+bf(2).
Se siis palautui separoituvaksi yhtéloksi.
Esimerkki 1.16. Yhtalo
y':y—x—l—irm;: (x—vy), z—y+2#0,

on kyseistd muotoa, ja f(z) = —z — 1+ 1/(z + 2). Sijoitetaan z(z) = x — y(z), jolloin
y=x—2z, 1y =1-— 2 jasaadaan yhtéapitavisti
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1 1 (2+2)2—1
1l—2=—2—-14— = 2) — = .
& & +2—1—2 i (z+2) z+ 2 z+2

Kannatta tehda vield sijoitus u(z) = z(z) + 2, jolloin z = u — 2, 2/ =/, ja saadaan

21 1
u =2 (kun u # +1) & Udulzdxé/ udu —/d:r<:>§ln|u2—1|zx+01
u —

u? w—1
& u? -1 = emlu?=1] _ 20402 _ Cse** & u? — 1= Cue* (Cy #£0).

Kun vield otetaan huomioon triviaaliratkaisut © = +1, saadaan u?> = 1 + Ce?*, C € R,
joten implisiittiratkaisu on

(x—y+22=1+Ce*, CeR, 1+Ce* #0.

1.5.4 Tasa-asteiseksi palautuvat yhtilot
Olkoot funktio f ja vakiot ax, by ja ¢, annettuja. Tarkastellaan muotoa
a1z + by(z) + ¢
"(z) = 1.42
y(w) f(agx—i-bgy(x)—i-cQ (142)

olevaa yhtaloda. Palautetaan se tasa-asteiseksi, jolloin se osataan ratkaista. Tehdaéin seka
funktion y ettd vapaan muuttujan  muuntava sijoitus (« ja § parametreina)

=14+ «,

(1.43)
y(z) = 2(t) + B = 2(x — ) + B,
jolloin ¢/ (z) = 2'(z — a) = 2/(¢) ja
apr + bry(z) + cp = apt + bpz(t) + (agae + B+ k), k=1,2.
Pyritdédn valitsemaan parametrit « ja [ sellaisiksi etté
+0184+c =0
a o 18+ a (1.44)

a2a+b25+02 = 0.

Se onnistuu (yksikasitteisesti), jos

ap b
as by

= Cllbg — CLle 7é 0.

Jos kuitenkin aiby = agby, niin a;/as = by /by = d (tapaukset ay = 0 tai by = 0 palautuvat
helpoiksi yhtéloiksi), ja

ar+biy+c dlagr + bay) + ¢

as + bay + co - (agx + boy) + 2’
joten yhtélo (1.42) on muotoa y' = g(asx + boy), eli kuten edellisessé tapauksessamme.
Jos el kuitenkaan néin, niin yhtéloparilla (1.44) on yksikésitteinen ratkaisu (v, 3). Nailla
arvoilla yhtélo (1.42) saa yhtépitdvin muodon

19



(0 = (2 ) Gan e o) = p( 2R g (210),

CZQt + sz(t) Qs + ng(t)/t
Se palautui siis tasa-asteiseksi.

Esimerkki 1.17. Yhtalo

—x+1
y =" 0wy #o,
r+y
on muotoa (1.42), jaa; = —1,b; =1, ¢; = 1, a3 = 1, by = 1 ja ¢ = 0. Ratkaistaan

lineaarinen yhtélopari (1.44),

—a+f+1=020+1=0a=1/2
a+p3=0 a+p=0 g=-1/2.

Siten sijoitus

r=t+1/2
y(z) = 2(t) = 1/2 = z(z — 1/2) — 1/2

toimii. Saadaan /() = 2/(t) ja edelleen

, - —t—i—z(t) B —1 +Z(t)/t
z(t)—m (kunt%o)_l—l—z—(t)/t’

johon tehdaén "tasa-astesijoitus” u(t) = z(t)/t. Talloin z = tu, 2’ = u + tu’, ja saadaan

—1+wu , u-—1 u? 41

tu' = S tu' = —u=— kun ¢ # 0 -1) &
u+tu T u w=oog T u+1(un #0,u#—1)
u—{—ld dt@l/Qudu +/ du clt<:>
u = —— — = — _
u?+1 t 2/) w41 u?+1 t
1 C
3 In(u? + 1) +arctanu = —In [t| + C; < In ((u2 + 1)"/2 exp(arctan u)) =In <ﬁ>,

josta takaisin sijoittamalla saadaan implisiittiratkaisu

2y + 142 1/2 2 + 1 C
1 £ (—) - _~Y >0 1/2, 0.
((2:5—1) * ) B N O 22 — 1] v#LUL ety #

1.6 Numeerinen ratkaiseminen

Useimpia 1.kl. differentiaaliyhtéloita ei kdytdnnossé pystytd ratkaisemaan suljetussa
muodossa, vaikka yhtdlo olisikin annettu eksplisiittisesti; kyse ei ole yhdestidkéaan edelld
esitellystd tapauksesta. Liséksi jossain sovelluksissa yhtalon médritteleva funktio, siis f
tai F', voidaan tuntea vain mittaustuloksena. Ainakin silloin joudutaan turvautumaan
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numeeriseen keinoon. Néitd on melkomoinen mééra, yksi sopien paremmin yhteen yht&lo-
tyyppiin toinen paremmin toiseen, ja valtaosa niista 16ytyy matematiikkaohjelmista valmi-
iksi hioittuina rutiineina. Seuraavassa esitelldéin lyhyesti, ikddn kuin ideoita havainnollis-
tava mallina "kaikkien numeeristen DY-menetelmien &iti”, Eulerin menetelmd. Ratkaista-
vana on normaalimuotoinen AAT

y'(x)=f(z,y), ylzo) = o, (1.45)
jossa (wg,y0) € D, ja D on R%m alue. Jos f on kyllin siddnnéllinen, niin OY-lauseen
1.3 mukaan AAT:114 on yksikésitteisesti maarétty, alueessa D kulkeva maksimaaliratkaisu
y : I — R. Otetaan tavoitteeksi laskea sen arvo pisteessid r € I. Oletetaan ettd T > x
(tapaus T < xo hoituu vastaavalla tavalla). Pisteessd x € [z, Z| ratkaisukdyrén suuntakul-
man tangentti on y'(x) = f(z,y(x)), joten pienelld h > 0 voidaan arvioida (funktion y
differentiaali)

y(@ +h) —y(z) = f(z,y(z))h. (1.46)
Siispé jos tiedetdén ratkaisukdyran piste (z, y(z)), niin siitd kdsin voidaan arvioida kayran
pistettéd (z + h,y(z + h)).
Jaetaan vili [z, Z] tihedhkosti osavéleihin pisteilld xg < 77 < 29 < -+- < zy = T
(osavilejd N kappaletta). Yksinkertaisin on tasavélinen jako

T — Iy
N )
Aloitetaan pisteestd (xo, o), kiytetddn argumentin arvoja (1.47) ja jatketaan aina seu-

raavaan soveltaen arviota (1.46). Silloin saadaan Eulerin keinon mukainen arvojen jono
(yp), k=1,--- | N, jossa

x, =29 +kh, h= k=1,---,N. (1.47)

Yr+1 :yk+hf(xkayk)ﬂ kZO: 7N_1 (148>

Niiden on tarkoitus approksimoida y = y(xy), erityisesti yy ~ y(z). Siis ratkaisukiyra
véhén kuin korvataan murtoviivalla, jossa pisteestd (zy, yx) lahtevén janan suuntakulman
tangentti on aina f(xy, yx).

Oletetaan ettd f on jautkuvasti derivoituva D:ssd. Silloin derivoinnin ketjusddnnon
nojalla ratkaisu y : I — R on kahdesti jatkuvasti derivoituva (todenna se). Oletetaan
ettd ratkaisukdyra sisdltyy argumentin arvoilla z € [z¢, Z] suorakulmioon K = [z, Z] X
[—c, c] € D (jollakin ¢ > 0). Olkoot

of
L = max ‘—x, ‘ ja M = max |y'(z)]. 1.49
Jnax 8y< y)| Jnax [y*(=)] (1.49)
Vakiot L ja M ovat jatkuvuuden nojalla #érellisid (jatkuvan funktion maksimi kompak-
tissa joukossa). Liséksi L voidaan valita aidosti positiiviseksi. Voidaan osoittaa, ettd talloin
Eulerin menetelmélle péatee virhearvio

Mh .
yl@n) — el < S (M =1), k=10 N, (1.50)
Oikeastaan arvio (1.50) edellyttédd, etta h on kyllin pieni. Joka tapauksessa virheen yléraja
on suoraan verrannollinen askelpituuteen h, erityisesti yy — y(Z) nopeudella h potenssiin
yvksi, kun h — 0 eli N — oo. Kyse on nk. ensimmdisen asteen menetelmdstd. Paremmat

ovat nopeampia, esimerkiksi klassinen Runge-Kutta on 4. asteen menetelma.
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Esimerkki 1.18. Ratkaistaan AAT

v =ayvy, y()=4.
Ensiksikin yht&l6 on separoituvana helppo ratkaista suljetussa muodossa, ja AAT:n ratkai-
suksi saadaan y(x) = (1/16)(z* + 7)%

Ratkaistaan sama AAT Eulerin menetelmilld pisteessd 3/2, tai oikeastaan siis valilla
[1,3/2]. Valitaan h = 1/10 eli N = 5. Nyt (x¢,y0) = (1,4), ja Eulerin keino antaa jonon
(1,4), (1.1,4.2), (1.2,4.42543), (1.3,4.67787), (1.4,4.95904), (1.5,5.27081). Siis erityisesti
ys = 5.27081. Vertailun vuoksi tarkka arvo on y(3/2) = 5.34766.... Késipelissé laskettavat
arvot kannattaa taulukoida jarkevasti.

Huom.1. Kaikki numeeriset ratkaisukeinot kdyttavéit normaalimuotoa (1.45). Kuten
sanottu, Eulerin menetelmé kelpaa vain teorian havainnollistamiseen; on paljon tehokkaampia
muita menetelmié.

Huom.2. Myos differentiaaliyhtélosysteemeji (monta yhtélod) voidaan ratkaista nu-
meerisin keinoin, eikd systeemiin siirtyminen liioin mutkista keinoja. Systeemeja tutkitaan
kurssissa Differentiaaliyhtélot I1.

Huom.3. My6s korkeamman kertaluvun yhtéloitd ja systeemejid voidaan ratkaista
numeerisin keinoin. Ne palautetaan ensin 1.kl. systeemeiksi, helpolla tavalla joka esitetdin
kurssissa Differentiaaliyhtélot I1.

2 Sovelluksia

2.1 Sekoitusmallit

Esitelldén sekoitusongelma esimerkin avulla. Astiassa A on alkuhetkelld ¢ty = 0 vettd
tai suolavettda médrd Vj litraa, jossa suolan maara xg (kg). Sithen virtaa astiasta B suolali-
uosta vakionopeudella Fj, (I/min). Tamén liuoksen suolapitoisuus olkoon a (kg/l). Astian
A liuosta sekoiteen yhtendén ja niin hyvin, ettd se on koko ajan tasalaatuista. Liséksi as-
tiasta A valuu pois liuosta vakionopeudella F,,; (I/min). Tavoitteena on selvittaé astian
A liuoksen suolapitoisuus hetkelld ¢ > 0, siis ajan funktiona.

Tilanteen kuvaa kaksi ajan funktiota:

V (t) =A:ssa olevan liuoksen méaéara litroina hetkelld t.

x(t) =A:ssa olevan suolan mééré kiloina hetkell4 .

Talloin kysytty, A:n liuoksen suolapitoisuus hetkelld ¢, on

p(t) = %0] (2.1)

Lisdksi patevit alkuehdot V(0) = V4 ja 2(0) = zo. Funktio V' saadaan vélittomaésti:

V(t) = Vo + (Fin — Fou)t. (2.2)
Voidaan olettaa ettd funktio z(¢) on jatkuva, silloin myos p(t) on. Muodostetaan x:1le

DY. Tarkastellaan x:n muutosta aikavalilli [¢, ¢ + h]. Se on

t+h
x(t+h) —x(t) = aFyh — / p(7)Fouy dT = aFyh — p(§) Fouih,
¢
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jossa viimeksi kiytetddn integraalilaskennan viliarvolausetta, ja sen mukaisesti £ = £(h) €
Jt,t + h|. Raja-arvona saadaan

(1) =

t+h)—x(t
x(t + 2 x(t) = aFy, — i p(E(h)) Four = aF = p(t) Fout.

Funktiolle saatiin siten 1.kl. lineaarinen DY, joka voidaan yhtdlot (2.1-2) muistaen kir-
joittaa muodossa

Fout
‘/O + (En - Fout)t

#(t) = aF), — 2(t). (2.3)

Huom.1. Moni jarkevisti kirjoittaa DY:n (2.3) suoraan perustaen ajatukseen, ettd
funktion muutosnopeus on sen derivaatta. Téssd &(t) on x:n muutosnopeus, aFj, on muu-
tosnopeus tulevan suolan méérissi (kiloina) ja p(t) Fypy,; on muutosnopeus poistuvan suolan
méarassa (kiloina).

Huom.2. Annetut suureet F},, F,,; ja a voivat aivan hyvin olla aidosti ajan funktioita,
kunhan ne vain tunnetaan. T&lléin

V() = Vo + / (Fin(7) = Foua(r)) dr. (2.4)

ja saadaan (kyseessd on funktion x lineaarinen 1.kl. DY integraali ei koske funktiota z)

£ — Fout(t)
Vb + fJ(F’m(T) - Fout(T)) dT

x(t). (2.5)

Esimerkki 2.1. Olkoot Vi = 10001, F}, = F,,; = 6l/min, a = 1kg/l ja x(0) = 0 (siis
aluksi suolatonta). Milloin A:n liuos saavuttaa suolapitoisuuden p = 1/2kg/I?
Heti kéttelyssa V (t) = V = 10001, ja suolan méérélle x(t) saadaan

6 6 d
A S AN — 6 ( 6¢/1000 ) — §ebt/1000
’ 000" 7" * 1000 dt\ ’ ‘

1000, = 6 / 1% dt = 1000e™/1%° + €' & 2(t) = 1000 4 Ce™ /1%,
Alkuehto: 0 = z(0) = 1000 4+ C < C' = —1000. Siten z(t) = 1000(1 — e~61/1000) ja

~10001n2

pt) = —5=1- e~ 6t/1000 — 1/2 & Bt/1000 _ 9 s 4 min ~ 115.52min.

Huom. lim; .., p(t) = lkg/l = a.
2.2 Populaatiomallit
2.2.1 Eksponentiaalinen kasvumalli

Olkoon N (t) populaation koko hetkelld ¢, N(t) > 0. Oletetaan ettd populaation koon
muutosnopeus on suoraan verrannollinen sen senhetkiseen kokoon verrannollisuusker-
toimena (Malthusin parametri) r; r > 0 meinaa kasvua, r < 0 pienenemistd. Saadaan
lineaarinen (myos separoituva) 1.kl. DY (vrt. esimerkki 1.1)
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N(t) =rN(t). (2.6)
Alkuehto

N(0) = N,. (2.7)

AAT:m (2.6-7) ratkaisu on tunnetusti (ajassa tulevaan péin)

N(t) = Noe*, t>0.

Usein Malthusin parametri r esitetddn erotuksena

r=0-pu,

jossa (3 on syntyvyysintensiteetti ja p on kuolleisuusintensiteetti. Siis aikavalilla [¢,¢ +
dt] (dt pieni) kukin yksilo saa keskimédrin [ dt jilkeldistd, ja hdn kuolee siind toden-
nékoisyydella (tn.) pdt. Tama tarkoittaa ettd yksilo tuottaa koko elinikénsé jalkeldisia
tasaiseen tahtiin nopeudella § (miké on usein karkea oletus), ja ettd hénen elinikénsd T
on tn.-mielessi eksponentiaalisesti jakautunut satunnaismuuttuja (paljon kiytetty oletus)
parametrinaan p, mitd merkitdin T ~ Ezp(u). Talloin tn. ettd on hengissi ainakin iin
t, on

P(T > t) = / pe M dr = e,
t

Koko Malthusin populaatiomalli voidaan tulkita stokastisena prosessina (=tulkinta tn.-
mielessd). Deterministinen malli (2.1-2) antaa prosessin odotusarvon.

2.2.2 Logistinen malli

Populaation koko N (). Oletetaan syntyvyys- ja (itsestddn)kuolleisuusintensiteetit 3 ja
1 vakioiksi, joten r = —p on vakio. Liséksi oletetaan etta yksilot liikkuvat umpiméahkéén,
tormaavit toisiinsa satunnaisesti vakiointensiteetilla o > 0, taistelevat télloin kohtalok-
kaasti, ja vain toinen niistd selvidd. Tamén seurauksena populaatio harvenee itsestdin
kuolemisen liséiksi nopeudella (1/2)aN (¢)(N(t)—1) (parien méérd N:mn jésenen joukossal).
Merkitdén r = 8 — p + «/2, jolloin saadaan logistinen yhtdlo

N(t) = rN(t) — %aN(t)2. (2.8)

Kun vield merkitddn K = 2r/«, yhtdlo (2.8) voidaan kirjoittaa standardimuodossa

. N(#)
N(t) = rN(1) (1 - 7) (2.9)

Parametria K kutsutaan ympériston kantokyvyksi syysta, joka selvidd kohta.

Yhtélo (2.8-9) on separoituva, mutta lienee mukavampi késitelld Bernoullin yht&lona
(jossa A = 2). Tehdéén ennen ratkaisua yhtélolle (2.9) kvalitatiivinen analyysi: Silla on
triviaaliratkaisut N = 0 ja N = K. OY-lauseet 1.2-3, erityisesti Poistumislause, patevat
sille koko tasossa R?. Siten muut ratkaisut eivit kohtaa triviaaliratkaisuja. Olkoon N (0) =
No > 0, ja oletaan ettd K > 0 (yhtépitdvasti » > 0). Silloin tarkasteluun jad kaksi
tapausta, I: 0 < Ny < K ja II: Ny > K (jos Ny = K niin N = K). AAT: (2.9)
alkuehtona (2.7) ratkaisuvili olkoon A = [0, o[ (ei vélitetd arvoista ¢t < 0).
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Tapaus I: 0 < N(t) < K kaikilla ¢t € A (1-késitteisyys). Poistumislauseesta seuraa
ettd & = oo, silld ratkaisukéyrin hinnin tulee poistua alueesta R?, ja ainoa mahdollisuus

on ettd ¢ — oo! Yhtdlon (2.9) oikeasta puolesta ndhdddn ettd N(t) > 0 kaikilla ¢ > 0.
Siten N(t) on aidosti kasvava funktio. Koska A = [0, c0[, voidaan puhua raja-arvosta
lim; ., N(t). Koska funktio on kasvava ja ylhadlta rajoitettu, raja-arvo on olemassa, ja
talle patee
tlim N(t) =sup{N(t)|t > 0} < K.
Tapaus II: K < N(t) < Ny kaikilla ¢t € A. Nytkin A = [0, 00[. Funktio on aidosti

vihenevé ja alhaalta rajoitettu. Siten raja-arvo on olemassa, ja sille pétee

lim N(t) = inf{N(t) |t > 0} > K.

t—o0
Lemma 2.1. Olkoon x(t) valilld [ty, oo| mdadritelty derivoituva funktio. Oletetaan, ettd
Too = limy o 2(t) € R ja Too = limy_ @(t) ovat olemassa. Talldin
Too = 0.
Huom. Lemman oletus, ettd on olemassa lim;_,., 2(t) € R, voidaan korvata oletuk-

sella, ettd x(t) on rajoitettu valilla [to, co.

Lemman 2.1 todistus. Vastaoletus: o, = 2a # 0. Oletetaan vaikka a < 0. Silloin on
olemassa sellainen t;, ettd |Z(t) — 2a| < |a| kaikilla ¢ > ¢;. Télloin erityisesti @(t) <
2a + |a| = a < 0 kaikilla ¢ > t;. Integraalin monotonisuutta kéyttden saadaan arvio

x(t)—m(tl):/ti(T)dTS/tadT:a(t—tl) —

t1 t1
Siten
z(t) < z(ty) +a(t —t;) — —oo, kun t — oo (a < 0),

miké on ristiriidassa z(¢):n rajoittuneisuuden kanssa. O

Corollary 2.2. Oletetaan ettd logistisessa yhtilossd pitee K > 0. Olkoon Ny > 0 ja
olkoon N (t) vastaavan AAT:n ratkaisu. Talldin

lim N(t) = K.

t—o00

Proof. Merkitddn a = lim;_, N(t). Télloin oikean puolen jatkuvuuden nojalla

lim N(t) = lim (TN(t)(l — %)) = 7"@(1 - %) = h(a).

t—o0 t—o0

Lemman mukaan h(a) = 0, joten a = 0 tai K. Koska a > min{Ny, K}, niin a = K. O

Kuva 1
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Ratkaistaan yhtdlo (2.9) myds konkreettisesti, Bernoullin yhtélond. Koska A = 2,
sijoitetaan z(t) = N(t)'* = N()7!, joten 2 = —N72N, ja (2.9) saa muodon

rt) r rt

. d
NN =rN"'— L s iirz= % (int.tek. p(t) =e™) & —(e"z) = o

K dt(
selr= [t = ie” +C e 2(t) = 1 + Ce™ ™.
K K K

Alkuehto:

Siten
B NoK

No + (K — Np)e—"t’
Téstakin nikee ettd lim; o, N(t) = NgK /Ny = K.

2.3 Tartuntatautimallit

2.3.1 SIS-malli

t>0.

Populaatio jaetaan kahteen osaan:

S(t) = hetkelld ¢ terveet, mutta taudille alttiit (susceptible) yksilot.

I(t) = hetkelld ¢ sairaat (infective) yksilot.
Oletetaan ettd parhaillaan sairastava yksilo (luokka I) voi tartuttaa terveen yksilon (luok-
ka S), ja ettd sairas paranee aikanaan, jolloin hén siirtyy takaisin luokkaan S. Hén ei siis
tule immuuniksi, vaan voi sairastua uudelleen. Infektoituvuusvoima F' on alttiin yksilon
aikayksikkod kohti annettu todennéikoisyys (tn.) sairastua (F'dt on tn. sairastua ajassa
dt). Oletetaan ettd se on suoraan verrannollinen infektoituneiden lukuméérdén I, ts.

F(t) = pI(1),

jossa vakio 8 > 0 on tarttumisintensiteetti.

Oletetaan etté sairauden kesto on Faxp(a)-jakautunut satunnaismuuttuja (sm.) vakio-
naan « > 0. Talloin sairas toipuu aikavalilla [¢,t + dt] tn:lld aodt (tietysti ehdolla, ettd
on vield sairas hetkelld ¢). Lisdksi oletetaan ettd populaatio el muuten muutu: ei syn-
nyté eikd kuolla. Néin olettaen saadaan differentiaaliyhtélosysteemi (DYS), jossa on kaksi
tuntematonta funktiota S ja I seké kaksi yhtaloa:

S(t) = —BSH)I(t) + al(t) (2.10)
I(t) =4+B8S)I(t) — al(t).
Laskemalla puolittain yhteen saadaan
%(S(t) L I(1) = 06 S(t) + I(t) = N (vakio) kaikilla ¢ > 0, (2.11)

kuten pitaékin: populaation koko on vakio N. Siten S(t) = N —I(t), ja sijoittamalla tdmé
alempaan yhtdloon (2.10) saadaan
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() = 510 (N = %~ 10)) = ri(e) (1 - I(t)), (2.12)

3 K
jossa K = N—a/f jar = (N —a/f3). Siis logistinen yht&lo (2.9). Mééaritelldén parametri
Ry =N, (2.13)
o

Se voidaan tulkita yhden sairaan muuten terveessé populaatiossa kaikkiaan tartuttamien
médran odotusarvoksi.
Jos K > 0 (yhtapitavisti Ry > 1) ja 1(0) > 0, korollaarin 2.2 mukaan

. o 1
Jim 1) = K = N = 5 = N<1 Ro>'
Talloin tauti on endeeminen. Jos taas K < 0 (yhtépitavasti Ry < 1) ja 1(0) > 0, niin r <
0, joten I(t) on vihenevé, nollalla alhaalta rajoitettu funktio. Siten, korollaaria mukaellen,
lim; .o, I(t) = 0: ei synny edes ohimenevié epidemiaa. Samoin kidy myos rajatapauksessa
Ry =1.

Madéritelldan vielda suhteelliset osuudet

i(t) = ij\? ja s(t) = %t)
Epidemian synnyn kannalta parametrin Ry, kynnysarvo on siis Ry = 1. Asia voidaan
esittad kuviona. Siiné s = limy_o0 i(t) ja ie(Ro) =1 —1/Ry = K/N, kun Ry > 1.
Kuva 2

2.3.2 SIR-malli

Muuten samat oletukset kuin SIS-mallissa, mutta sairas yksilo siirtyy luokasta I popu-
laation kolmanteen luokkaan R (removed). Se voidaan tulkita monella tavalla: sairastanut
saa tautiinsa immuniteetin, tai hin saattaa kuolla tautiin. Joka tapauksessa uudestaan ei
sairasteta. Nyt malli saa DYS-muodon

S(t) =-pSt)1(t)
I(t) = +BS(t)I(t) — al(t) (2.14)
R(t) = +al(t).

Vastaavasti kuin SIS-mallissa saadaan

S(t) + I(t) + R(t) = N (vakio) kaikilla t > 0, (2.15)
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jossa N on populaation koko varauksella, ettd tautiin mahdollisesti kuolleetkin lasketaan
mukaan. Riittda tarkastella kahden ylimmén yhtdlon antamaa paria funktioille S ja I:
kun ne tunnetaan, saadaan R(t) = N — S(t) — I(t). Kyseinen pari voidaan kirjoittaa
suhteellisten osuuksien avulla muotoon

ds
; i) .16)
- =+ aRys(t)i(t) — ai(t).

Pisteissé, joissa $(t) # 0 < s(t)i(t) # 0, muuttuja t voidaan eliminoida pois: on ole-
massa lokaali kdénteisfunktio ¢(s). Parin (2.16) ratkaisu ((s(¢),i(¢)) piirtda si-tasoon uran
(trajectory). Télle saadaan DY

di di ds 11
@ _aods 11 2.17
ds dt dt Rys’ (2.17)
jonka yleinen ratkaisu on

1
i(s)=C—s+—1Ins, CeR. (2.18)

Ry

Vakio C' saadaan alkuehdoista:
1

C =5(0)+i(0) — = Ins(0). (2.19)

Ry
Jotta saadaan tartuntatautien kannalta jarkevid ratkaisuja, alkuehdoista oletetaan etté
s(0) > 0 ja i(0) > 0. Télloin voidaan osoittaa, ettd (helpoiten téssé jarjestyksessd):

(1)
(2)
(3) S0 = limy_,oo s(t) > 0 (s(t) vihenevé ja rajoitettu, lisiksi (2.18) ja kohta (1)).
(4) Fino = limy_0 i(t) = i(Se0)-

(5) i = 0 (pari (2.16), lemma 2.1).

Siten s., saadaan yhtélostd (sen kahdesta ratkaisusta pienempi)

1
0=1(S0) = C — S0 + = In 50. (2.20)
Ry

Suure ro, = 1 — s, kertoo epidemian aikana sairastuneiden kokonaisméérin suhteellisena
osuutena populaatiosta.

Monesti oletetaan myos, ettd s(0) +i(0) = 1 < r(0) = R(0)/N = 0. Enemmaénkin,
taudittomassa populaatiossa s = 1 ja ¢+ = 0. Namé& voidaan valita alkurvoiksi myos, kun
epidemia alkaa muutamasta sairaasta yksilosta: i(0) ~ 0 ja s(0) =~ 1 (matemaattisesti
alkuehto ¢(0) = 0 johtaa ratkaisuun i = 0). Talloin C' &~ 1, ja saadaan (miltei tarkasti)
yhtils

1
i(s)=1—s+ —Ins. (2.21)
Ry
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Seuraavassa kuvassa on piirretty ratkaisun ura faasiavaruudessa eri Ry:n arvoilla. Nuoli
osoittaa tilan kehityssuunnan ajan ¢ kasvaessa. Kun Ry > 1 ja s(0) ~ 1, yhtalosta (2.17)
saadaan 7'(s(0)) < 0, kun taas Ry < 1 ja s(0) ~ 1, saadaan 7'(s(0)) > 0. Koska $(0) < 0,
funktio i(¢) on aluksi kasva, kun Ry > 1, ja aluksi véhenevd, kun Ry < 1 (my6s kun
Ry = 1, miksi?). Ensin mainitussa tapauksessa syntyy (ohimenevi) epidemia, jéalkim-
maisessé el minkdanlaista, kun muutama sairas ilmaantuu terveeseen populaatioon. Siten
my6s SIR-mallissa parametrin Ry kynnysarvo on Ry = 1. Kyseinen asia nikyy parin (2.16)
ratkaisujen dynamiikassa seuraavasti: Parilla on tasapainotila i(t) = 0 ja s(t) = 1 (taudi-
ton populaatio). Jos Ry > 1, se on epdstabiili, jos taas Ry < 1, se on stabiili (Kurssit DY
IT ja Autonomiset systeemit).

Kuva 3

2.4 Takaa-ajomallit

Rajoitutaan taso-ongelmaan, jossa takaa-ajaja ja -ajettava (saalis) litkkuvat zy-tasossa,
ja edelleen ongelmatyyppiin, jossa saaliin liikke (a(t),b(t)) ajan ¢ funktiona tunnetaan,
mutta takaa-ajajan liike, paikkavektori (x(t), y(t)), on selvitettavéna. Oletetaan ettd takaa-
ajajan liikettd ohjaa periaate suuntautumisesta jatkuvasti kohti saatlista:

Kuva 4

Liikkeen suunnan ilmaisee nopeusvektori (derivaattavektori) v(t) = (@(t), y(t)). Siten
normaali(vektori) on n(t) = (y(t), —z(t)); silloin v(¢) - n(t) = 0, jossa - on R?m pistetulo.
Saadaan funktioille z(t) ja y(¢) ensimméinen DY

n(t) - (a(t) —2(t),b(t) —y(t)) = 0 & (at) — =(t)) y(t) — (0(t) —y(8)) (t) = 0. (2.22)

Tarvitaan vield toinen DY. Se puolestaan riippuu vahvasti tilanteen tekijoisté. Esimerkiksi,
jos takaa-ajajan nopeus on vakio o > 0, niin saadaan

v(t)] = a & @(t)* + y(t)* = . (2.23)
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Pari (2.22-23) on vaikea ratkaista johtuen sen vahvasta epélineaarisuudesta.

Vield mutkikkaammaksi tilanne muuttuu, jos takaa-ajajan nopeus « riippuu vaikkapa
kulloisesta paikasta (x(t), y(t)). Esimerkiksi saalistava haukka muuttaa painovoimakentian
potentiaalienergian E,(t) = mgy(t) (m = massa, g = painovoimavakio) nopeusenergiaksi
E,(t) = (1/2)ma(t)?. Ei oteta huomioon ilmanvastusta. Siten jos y(0) = yo ja a(0) = 0,
niin

1 2
gma(t)” = By(t) = E,(0) - E,(t) = mg(yo — (1)),

josta saadaan a(t) = v/2g(yo — y(t)), ja (2.23) korvautuu yhtélolla

2(4)* +9(1)* = 29(yo — y(1)). (2.24)

Melko yleisen alun jdlkeen siirrytéén tilanteeseen, joka osataan ratkaista suljetussa
muodossa. Ensinnédkin takaa-ajajan nopeus oletetaan vakioksi «v. Pitee siis (2.23). Alku-
paikkana olkoon origo: (z(0),y(0)) = (0,0). Koska nopeus on vakio, hetkelld ¢ takaa-ajaja
on kulkenut matkan at. Tamé& matka on kuljetun liikeradan pituus, joka on tunnetusti

Jy /#(1)2 + §(7)2dr, joten (saadaan myds integroimalla [ puolittain (2.23))

t= é/o V&(T)2 4+ g(r)2 dr. (2.25)

Oletetaan saaliin liike yksinkertaiseksi: vakionopeudella 5 > 0, # < «, pitkin suoraa
x = a > 0 ylospdin. Alkupaikkana olkoon piste (a,0). Siten (a(t),b(t)) = (a, 5t), ja (2.22)
saa muodon

(a—z)y= (Bt —y)z, (2.26)
josta pisteissé, joissa &(t) # 0,
t:%<y+(a—x) %) (2.27)

Eliminoidaan ¢-riippuvuus pois! Vaihdetaan muuttujaa (2.25):n integraalissa sijoitta-
malla z(t):n kddnteisfunktio t = t(z) (&(t) # 0). Silloin

dt =t'(x)de, t'(x)=1/(t), y(=)=yt(z)), v'(@)=y@)'(x)=y)/i),
Vat)??2+yt)?dt =1+ (y/2)?de =1+ (x)?de, t=0—2=2(0)=0, t—ux.

Yhtalosté (2.25) saadaan

t=t(x) = é/om V1+y(x)de. (2.28)

Yhtalot (2.27) ja (2.28) antavat yhtélon, joka koskee vain muuttujia z ja y:

1 X
_/ 1ty @rde =
@ Jo

Derivoimalla saadaan

VT =

%(y +(a—2)y()).

(¥'(2) =/ (@) + (a—2)y" () = Z(a— ) y"(2),

1
g
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siis DY liikkeen radalle zy-faasiavaruudessa. Sijoitetaan z(z) = y/(z), jolloin saadaan 1.
kl. separoituva yhtalo

%(a — ) (z) = é\/ 1+ z(x)?, (2.29)

josta (el triviaaliratkaisuja)

dz fdx <:>/ dz _é/ dx dr
VItz22 ala—2) Vit o) (a—2)
In(z+ V14 22) = —§1n|a — x|+ Cy =In (Csla — x|—ﬁ/a) &
2+ V1422 = Cola— 2| = Cy(a — )P/,

silla 2(0) < a ja yhtdsuuruutta ei saavuteta.
Koska z(0) = y(0) = 0, (2.26):sta saadaan ay(0) = 0 = z(0) = ¢'(0) = ¢(0)/z(0) = 0.
Siten 1 = Cya P/ = Oy = P/ ja

24+ V1+ 22 = aﬁ/o‘(a—x)’ﬁ/a = (1 —x/a)_ﬁ/a =: )\

Ratkaistaan téstd z. Saadaan z = (1/2)(A — A™1). Siten

y(x) = /z(az) dr = %/ ((1 - x/a)_ﬁ/a - (1- x/a)ﬁ/a) dx

o —B/a 2.30
_E (1_x/a)1+ﬁ/ - (1—&7/&)1 B/ o ( )
2 1+ 8/a 1-3/a ’
ja alkuehto x(0) = y(0) = 0 antaa
aof3
C = m. (2.31)
Takaa-ajaja saa saaliin kiinni (o > (), kun = = a, jolloin y = C, siis pisteessi

(a,a0B/(a? — (3?)). Sijoittamalla saadut z(z) = y'(z) = y/i ja y(z) yhtélosn (2.27)
saadaan funktio t(x), ja siitd esimerkiksi takaa-ajoon kiytetty aika ¢(a). Alkuperdisen
systeemin (2.26) ja (2.23) ratkaisuvéli nollasta eteenpéin on [0,t(a)].

3 Lineaariset toisen kertaluvun yhtilot

3.1 Lineaarinen differentiaalioperaattori

Toisen kertaluvun DY:n yleinen muoto on

F(z,y(z),y'(x),y"(x)) = 0, (3.1)

jossa funktio (lauseke) F' on miritelty jossain R*:n avoimessa osajoukossa. Toisen ker-
taluvun yhtéalo ratkeaa suljetussa muodossa vain poikkeustapauksissa. Erikoistapauksista
tirkein lienee lineaarinen 2. kl. DY, jonka standardimuoto (LY) on
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y' (@) +p(@)y (x) + q(@)y(x) = r(z), (3.2)
jossa kerroinfunktiot p,q ja r ovat annettuja, ja ne oletetaan jatkuviksi jollain valilla

I C R. Jos p ja q ovat vakioita, yhtéloda (3.2) kutsutaan vakiokertoimiseksi. Yhtaloa (3.2)
vastaava homogeeniyhtdlo (HY) on

y' (@) + p(a)y'(z) + q(x)y(z) = 0. (3.3)
Mité lineaarisessa yhtélossé tehddédn tuntemattomalle funktiolle y(x), méérittelee line-
aarisen differentiaalioperaattorin

L(y) =y" + p@)y’ + q(2)y, (3.4)

ja syyn nimitykseen paljastaa seuraava lause.

Theorem 3.1. Olkoot yy,yo € C*(I) funktioita ja ci,cy € R vakioita. Tdlldin operaatto-
rille (3.4) pdtee

L(ciyr + cay2) = e1Lyr + caLys. (3.5)
Proof. Todistuu kuten yhtalot (1.28) 1.kl. tapauksessa. O

Corollary 3.2 (Superpositioperiaate). Jos funktiot y, ja yo ovat HY:n (3.3) ratkaisuja
ja ¢y sekd co vakioita, nitn myds funktio y = c1y; + cays on sen ratkaisu.

Proof. Koska Ly, = Ly, = 0, niin

Ly = L(ciyr + c2y2) = c1Lys + coLys = c1 0+ c2 x 0 = 0.
]

Theorem 3.3 (Lineaarisen 2.kl. DY:n OY-lause). Olkoon I wvdli R:ssd. Oletetaan ettd
kerroinfunktiot p,q ja r ovat jatkuvia valilld I ja xo € I. Olkoot yo ja y1 mielivaltaisia
reaalilukuja. Talloin AAT:lld

Ly = y"(x) + p()y' (v) + q(x)y(x) = r(z), y(zo) = w0, ¥'(w0) =41,  (3.6)
on koko wvalilli I ratkaisu y : I — R. Kaikki muut I:n osavdileilld annetut AAT:n (3.6)
ratkaisut ovat tdmdn rajoittumia.

Proof. Luvut 4 ja 5 (kurssi Differentiaaliyhtdlot I1). O

Huom.1. Lause on luonteeltaan globaali: ratkaisu on olemassa koko vililla /. Tama
on vahvasti seurausta lineaarisuudesta.

Huom.2. Ehtoja on kaksi. Toisen kl. yhtédlon yleinen ratkaisu siséltaé kaksi paramet-

ria, ja niiden kiinnittdmiseen tarvitaan kaksi riippumatonta ehtoa. Voidaan asettaa muitakin
kuin lauseessa esitetyt alkuehdot (tai yksikossa alkuehto).

3.2 Perusjirjestelmai

Esimerkki 3.1. Tarkastellaan lineaarista 2.kl. yhtalod y”—y = 0. Se on homogeeninen.
Selvisti funktiot y; () = € ja yo(x) = e~* ovat sen ratkaisuja (valilld R). Superpositiope-
riaatteen mukaan kaikki muotoa y(z) = c1y1(x) + coya(x), ¢1,c2 € R (%), olevat funktiot
ovat sen ratkaisuja.
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Toisaalta olkoon z(z) yhtdlomme ratkaisu ja olkoon zy € R kiinnitetty. Merkitaan
z(xg) = 20 ja Z'(xg) = 2. Etsitdédn sellaiset kertoimet ci,co € R, ettd niilld varustettu
funktio y(x) muodosta (x) toteuttaa saman alkuehdon, ts. y(xo) = 20 ja ¢'(xg) = 2.
Koska y/(z) = c¢1€® — cpe™7, niin saadaan lineaarinen yhtélopari

Y(xo) = c1€™ + coe™™ = 29

Y (o) = c1e™ — cee™™ = 21,
jolla on yksikésitteinen ratkaisu, sillé

zo zo

e
—x0

(&4
e

— Z0 ,—Z0 0o ,—T0 —
T _g = —e"e "0 — e 0 = -2 #£0.

Tamé ratkaisu on muuten ¢; = (20 + z1)e /2, co = (20 — 21)e™ /2.

Koska niin saatu ratkaisu y ja ratkaisu z toteuttavat saman alkuehdon, OY-lauseen
3.3 mukaan y = z. Siten homogeeniyhtédlomme kaikki ratkaisut saadaan muodosta ().
Tamé on kaksiparametrinen ratkaisujen joukko (yleinen ratkaisu), ja funktiopari (y1,y2)
virittad sen.

Definition 3.4. Funktiopari (31, y2) on homogeeniyhtélon (3.3), v + p(z)y’ + q(z)y = 0,
perusjdarjestelmd (pj.; a fundamental solution set in English) vélilla I, jos

(1) funktiot y; ja yo ovat kyseisen yhtalon ratkaisuja valilla I,

(2) kyseisen yhtélon kaikki ratkaisut vélilld I saadaan muodosta

y(r) = ciyi(x) + coya(w), 1,0 €R,
joka on siten kaikkien ratkaisujen joukko (yleinen ratkaisu valilla 7).

Edellisen esimerkin pari (y1,y2) = (e‘”, e_x) on esimerkin HY:n eréds perusjarjestelma.

Theorem 3.5. Olkoot I C R jap,q € C(I). Talloin HY:ld (3.3), y'+p(x)y' +q(x)y =0,
on perusjdrjestelmd valilld I.

Proof. Kiinnitetddn zy € I. OY-lauseen 3.3 mukaan HY:1l4 on sellaiset ratkaisut y : I —
R, k=1,2, ettd

91(350) =1, yi(fﬂo) =0
Ya(zo) =0, y5(zo) = 1.

Pari (y1,y2) toteuttaa luonnollisesti méaritelmén 3.4 ehdon (1). Osoitetaan ettd myos
ehto (2) toteutuu, jolloin pari on perusjirjestelmd. Niinpé, olkoon z : I — R HY:n
mielivaltainen ratkaisu. Tarkastellaan funktiota

y(x) = z(wo)y1 () + 2 (20)ya().

Se on HY:n ratkaisu vililla I, ja pétee

y(xo) = z(wo)y1(wo) + 2’ (o) y2(wo) = 2(wg) * 1 + 2'(x0) * 0 = 2(x0)
ja y' (o) = 2(x0)yy(0) + 2'(20)y5(0) = 2(w0) * 0 + 2(w0) ¥ 1 = 2'(20).

OY-lauseen 3.3 yksikésitteisyyspuolen mukaan y = z, joten (2) toteutuu. ]
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Huom. Noin yleisesti ottaen lineaaristen differentiaaliyhtéloiden teoriassa vaikein
tehtava on juuri homogeeniyhtélon perusjérjestelmén loytaminen.

Otetaan todistamatta kidyttoon muutama apuneuvo lineaarialgebrasta. Tarkastellaan
2 x 2-nelidmatriiseja ja R?:n pisteitd (vektoreita)

an a x T
A= T "B e R x = (2,19) = || = (21 =] €R
a1 Q22 L2

Kertolasku matriisi kertaa vektori méaaritelladn yhtalolla

Ax — {an a121 |:$1] _ {a11$1+a12$2} cR2.

Q21 A92| |T2 Q2121 + Q2272

Matriisi méérittelee kuvauksen A : R? — R?, x — Ax. Se on lineaarikuvaus, silli jos
x,y € R? ja ¢;,cp € R, niin suoralla laskulla saadaan A(cix + cy) = c1Ax + cp Ay.
Matriisin A determinantti on

@11 a2
Q21 A22

det A = = a11Q92 — G91a12 € R.

Lemma 3.6. Neliomatriisille A € R**? seuraavat ehdot ovat yhtipitivid

(1) Jokaista c € R? kohti lineaarisella yhtdiléparilla Ax = ¢, auki kirjoitettuna

1171 + a12T2 = C1

A21T1 + A22T9 = Ca,

on tasan yksi ratkaisu x € R?.
(2) Lineaarikuvaus A : R* — R? x — Ax, on injektio.
(3) Lineaarikuvaus A : R* — R? x +— Ax, on surjektio.
(4) Matriisi A on sddinndllinen, ts. silli on kidnteismatriisi A~ € R**2 jolle pitee (I
on tdssd identtinen matriisi)
AAT = ATTA=1T.
(5) det A # 0.

Huom. Vastaava tulos pétee kaikille neliomatriiseille A € R™*™.

Definition 3.7. Funktioiden yi, yo € C*(I) Wronskin determinantti on funktio W (y1, y2) :
I - R,

yi(z) y2()

J(@) )| = y1(2)ys(x) — yy(2)y2(z) kaikilla x € 1. (3.7)

W (y1, y2)(x) =

Theorem 3.8. Olkoot p,q € C(I), ja olkoot y, : I — R, k = 1,2, homogeeniyhtdilon
(3.3), y" + p(x)y' + q(z)y = 0, kaksi ratkaisua. Talloin pari (y1,y2) on kyseisen yhtdlon
perusjdarjestelmd valilli I tasan silloin, kun W (yy,y2)(x¢) # 0 jossakin pisteessd xg € 1.
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Proof. Oletetaan ensin, ettd (y;,y2) on perusjirjestelmi. Olkoot o € I ja zp,21 € R
mielivaltaisia. OY-lauseen 3.3 mukaan HY:1l4 on sellainen ratkaisu z : I — R, ettd z(zg) =
20 ja 2'(zg) = z1. Koska (y1,y2) on perusjirjestelmé, joillakin ¢;,co € R pétee z(z) =
c1y1(z) + coya (), ja saadaan

Al = y1(zo) v2(w0)| |1 _ z(z0) _ |~0
2| [wi(@o) wa(xo)] [c2 ' (x0) 2]
Siten lineaarikuvaus A : R? — R? on surjektio. Lemman 3.6 mukaan pétee W (yy, y2) (o) =
det A # 0.
Oletetaan sitten, ettd W (y1,y2)(x¢) # 0 jossakin pisteessid zo € I. Pari (yi,y2) luon-

nollisesti toteuttaa mééritelmén 3.4 ehdon (1). Osoitetaan ettd se toteuttaa myos toisen
ehdon. Olkoon z : I — R HY:n ratkaisu. Lemman 3.6 mukaan yhtéloparilla

y1(xo)er +y2($0)02} _ {?ﬂ(mo) yz(flfo)} {01} _ [Z(fﬁo)]

y1(wo)er + ya(wo)ca vi(wo) wa(wo)| [c2 Z' (o)
on ratkaisu (¢, ¢), silld sen determinantti on W(yy,y2)(z9) # 0. Funktiolle y(x) =
¢1y1(z) + Gaya(x) patee y(zo) = z(x0) ja y'(xo) = 2'(x0). OY-lauseen 3.3 mukaan y = z.

O
Samalla tuli todistetuksi seuraava lause.
Corollary 3.9. Samat oletukset kuin edellisessd lauseessa. Tdlloin pdtee joko
W(y1,y2)(x) # 0 kaikilla x € I (tdlloin (yi,y2) on pj.) (3.8)

tai W(yr,y2)(z) = 0 kaikilla x € I (talloin (y1,y2) ei ole pj.)

Esimerkki 3.2. Tarkastellaan lineaarista 2.kl. yhtalod y” +9y = 0. Se on HY. Suoraan
laskemalla ndhdaan funktiot y; (z) = cos 3z ja ya(x) = sin 3z sen ratkaisuiksi (koko R:ssi).
Esimerkiksi y; = —3sin 3z, y] = —9 cos 3z, joten

Yyl +9y1 = —9cos 3z +9cos3z =0, x€R.

Koska y} = 3 cos 3z, niin

10

ja lauseen 3.8 mukaan funktiopari (y;, y2) on kyseisen yhtilon pj. Ja todellakin seurauksen
3.9 mukaisesti

CoSs 3T sin 3x

_ 2 .2 _ o
T 3(cos*(3z) +sin®(3z)) =3 #0 kaikilla z € R.

W(y1,y2)(x) =

3.3 Vakiokertoimiset homogeeniyhtilst

Vakiokertoiminen 2.kl. homogeeniyhtélé on muotoa
Lly) =y"+ay' +by =0, (3.9)

35



jossa a ja b € R ovat vakioita. Kokeillaan ratkaisuksi yritettd y(z) = e, jossa r on vakio.

Talloin 3 = re’™, " = r2e’™ ja

L(e™) =e™(r*+ar+b) =0&7r’+ar+b=0.
On saatu seuraava tulos:

Theorem 3.10. Funktio €', jossa r on vakio, on vakiokertoimisen HY:n (3.9) ratkaisu
tasan silloin, kun r on karakteristisen yhtdlon r*> 4+ ar +b = 0 juuri.

Huom. Itse asiassa r saa olla myos kompleksiluku. Juurten laatu antaa kolme tapausta.

Tapaus I: Karakteristisella yhtalolla on kaksi erisuurta reaalijuurta.

Esimerkki 3.3. Homogeeniyhtilo y” + 5y’ — 6y = 0 on vakiokertoiminen. Karakter-
istisesta yhtélosta saadaan

—5+25+24=49 —5+7
2 2

Lauseen 3.10 mukaan yht#lollimme on ratkaisut y; = €® ja y, = e~ %%, Lasketaan niiden
Wronski:

P 4+5r—6=0&r1=

<:>T’1:1,7’2:—6.

! 1'_—7¢0

W(yhyZ)(O) = '1 —6

Lauseen 3.8 nojalla pari (y1,y,) = (e‘”, 6*6’”) on yhtdlomme pj. Voidaan koota lause:

Theorem 3.11. Jos karakteristisella yhtilolli r* + ar +b = 0 on kaksi erisuurta reaali-
juurta ri, o, niin vakiokertoimisella HY:li (3.9) on perusjirjestelmd (y1, y2) = (™%, e"").

Proof. Esimerkkiin verrattuna vain Wronski véhédn muuttuu. Se on nyt

1 1
rn T2

W (y1,92)(0) = =17 — 19 # 0.

]

Tapaus II: Karakteristisella yhtalolla 72 + ar + b = 0 yksi kaksinkertainen reaalijuuri.
Olkoon rq tallainen. Silloin

7“2+a7°+b:(7"—7“0)2:7°2—2r07“+r(2):>a:—2r0jab:r(2).

HY:1l4 (3.9) on ratkaisu y; = €™ My0s yo = xe’®® on sen ratkaisu, minké osoittaa
seuraava lasku: yh = "% +rozre™®, yi = 2roe"®+r3ze™” ja koska o on juuri ja 2rg+a = 0
2 0 y Y2 0 0 ) 0 0 )

L(32) = 2r0e™" 4 riwe™ + ae™" + argre™® + bre™*

= (T% + arg + b)xerom + (QTO 4 a)erox — 0 % re'® 40 0% — ().
Lasketaan funktioiden 1; ja y» Wronski. Saadaan, koska y| = roe™?,

1 0

W(ylayZ)(O): o 1

‘:1%0

On saatu seuraava tulos:
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Theorem 3.12. Jos rq on karakteristisen yhtdlon r? + ar + b = 0 kaksinkertainen juuri,
niin vakiokertoimisella HY:lld (3.9) on perusjdrjestelmd (yy,y2) = (eroz,xe’"ox).

Esimerkki 3.4. Yhtilo y” + 63’ +9y = 0 antaa karakteristinen yht#lon r2+6r+9 = 0,
ja télld on kaksoisjuuri 7o = —3. Pj. on siis (e73, ze™3).

Tapaus I1T: Karakteristisen yhtélon r2+ar+b = 0 juuret ovat (aitoja) kompleksilukuja.
Kertoimet a ja b ovat kuitenkin reaaliset.Télloin, jos 1 = s + it jossa t # 0 ja i on imagi-
naariyksikko, on karakteristisen yhtélén juuri, niin on myo6s sen kompleksikonjugaatti
ro =71 = s — it, silla

ri+ar,+b=0=7 +ar,+b=r}+ar; +b=0=0.
Tarkastellaan kompleksiarvoisia funktioita e™? ja e™*, joissa 71 ja ry ovat siis liittojuu-
ria. Lause 3.10 pétee myos niille: funktiot ovat vakiokertoimisen HY:n (3.9) ratkaisuja,
vaikkakin kompleksiarvoisia. Sovelletaan Moivren kaavaa

eF = " = ¢%e¥ = ¢"(cosy +isiny), z==x+iy € C.

Saadaan

et — estritx — 5T ( COS(Zij) =+ iSiH(tl’)),

e = M = % cos(tw) — isin(tz)).

Superpositioperiaatteen mukaan myos reaalifunktiot

1
y1(x) = 5(6”9” + ") = e* cos(tz) ja
1
yQ(gj) = §<er1x o 61”2:1:) — 5% Sin(tl‘)
i

ovat HY:n (3.9) ratkaisuja, miké voitaisiin todeta myos suoralla laskulla. Lasketaan vield
Wronski: 3] = se® cos(tx) — tes* sin(tx), yh = ses* sin(tx) + tes* cos(tz) ja

W0 = |} )| =120

On saatu tulos:

Theorem 3.13. Josr, = s+it € C jary = s—it € C, t # 0, ovat karakteristisen yhtdlon
r’+ar+b=0, a,b € R, juuret, niin vakiokertoimisella HY:lli (3.9) on perusjirjestelmd
(y1,92) = (" cos(tz), e sin(tx)).

Esimerkki 3.5. Yhtélostd y” + 2y’ + 4y = 0 saadaan karakteristinen yhtalo

—24+ /=12  —2+2y/-3
P+ 2r+4=071= 5 = 5 =—14iV3.

Siten 71 = —1 4+ iv/3 ja 1y = —1 — /3, joten s = —1 ja t = /3. Lauseen 3.13 nojalla
yhtélollamme on pj.

(y1,y2) = (e7° cos(zv/3), e7® sin(:v\/g)).
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3.4 Kertaluvun pudotus

Palataan takaisin aivan yleiseen 2.kl. homogeeniyhtaloon (3.3),

L(y) =" + p(=)y + q(x)y = 0.
Oletetaan ettéd tunnetaan jokin sen koko tarkasteluvélilla nollasta poikkeava ratkaisu yy.
Siis y;(x) # 0 kaikilla x € I. T&llin toinen, riippumaton ratkaisu saadaan yritteelld
y(x) = u(x)yi(x), jossa funktio u oletetaan kahdesti derivoituvaksi. Menettely kuuluu
luokkaan vakion varioiminen. Lasketaan: y(x) = uyy, v = u'y1 +uyl, v’ = v"y1 +2u'y) +
uyy, ja koska y; toteuttaa yhtdlon (3.3), niin

L(y) = u"y1 + 2u'yy + uy] + p(@)u'yr + p(x)uy; + q(@)uyr = u(y] + p(x)y; + q(z)yr)
+ yiu” + (2y) + py)u’ = yv' + (2yy + pyr)v =0,

missd on merkitty v(z) = v/(z). On saatu lineaarinen 1.kl. DY siitd nimitys kertaluvun
pudotus.

Ratkaistaan kyseinen yht#lo. Koska yi(x) # 0 kaikilla z € I, saadaan koko [:ssi
yhtépitava standardimuotoinen yht&lo

2y1 + py1
= 7
n

v+ =0,

jonka integroiva tekija on

pu(x) = exp (Q/z—ida:—i-/pdx) :exp<lnyf+/pd:c> :yfexp</p(x)dx).

Siten ratkaistavana oleva yhtélo saa yhtépitdvin muodon

%(v?ﬁexp(/pdx)) :0(:)vyfexp(/pdx> = C < o(x) :C’yl—QeXp<—/pdx>,

Tavoitteeseen riittdd valita C' = 1, jolloin saadaan

U(x):yl_2exp<—/pdx>, u(x):/v(x)dx:/yl(x)_2exp<—/mp(t) dt) do.

On 16ydetty vilille I HY:m (3.3) toinen ratkaisu

Yo(x) = u(z)yr (x) = y1(2) /y1(1‘)—2 exp ( — /mp(t) dt) dz.

Osoitetaan viela laskemalla Wronski, ettd y; ja ys ovat rippumattomia ratkaisuja.
Koska

Y1 ()

d <y2($)) _ vy — e Wiy, 2)(2)

dx i (@)
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niin

W (y1, 42)(z) = yi di(”) nyd;i(/yl(w)‘zexp(—/xp(t) dt) dx)
= y2y; 2 exp < — /xp(t) dt) = exp < — /xp(t) dt) #0 kaikilla z € I.

Siten pari (y1,y2) on HY:n (3.3) perusjérjestelma vélilla I. Kootaan lauseeksi:

Theorem 3.14 (Kertaluvun pudotus). Jos tunnetaan homogeeniyhtilon (3.3), y"+p(x)y’ +
q(z)y = 0, ratkaisu y1, jolla yi(x) # 0 kaikilla x € I, niin toinen, ritppumaton ratkaisu
Yo loydetddan valille I yritteella y(x) = w(z)y,(z), jossa haettava funktio u on kahdesti
derivoituva. Namd y; ja yo muodostavat yhtalon (3.3) perusjirjestelmdn vdlilla 1.

Esimerkki 3.6. Homogeeniyht#lolla L(y) = 42?y” + 4xy’ —y = 0 on vélilld I =]0, oo|
ratkaisu y;(z) = 2'/2. Témi on nollasta poikkeava vililli I. Etsitdsin toinen ratkaisu
kertaluvun pudotuksella. Yrite on y(z) = u(z)yi(x) = 2'/2u, jolloin y' = (1/2)z~?u +

22y = —(1/4)z3 20 + 272 4 22 fa

L(y) = —aY?u + 4230 + 42°20" + 22120 + 4% %0 — Y20 = 427" + 8%/ %!
2

(sij.v=1u') = 43:3/2(3:1)’ +20) =0« vV Zu=0.
T

Viimeisen yhtalon integroiva tekija on

p(z) = exp (Z/C;—x) = exp (In|z]?) = 2.

Siten saadaan

d
—(a:2v):O<:>x2v:C<:>v(a:):£<:>u C’/—:—g—i—D.
dx x

Valitaan C' = —1 ja D = 0, jolloin u(z) = 1/z, ja toinen HY:n ratkaisu on ys(x) =
u(z)yi(z) = (1/z)x? = 712 Jo lause 3.14 takaa, etté funktiopari (y, yo) = (z!/2,271/2
on yhtalomme pj. valilla |0, ool.

3.5 Epdhomogeeni yhtils, vakion variointi

Tarkastellaan lopuksi tdytta epdhomogeenista 2.kl. lineaariyhtaloa (3.2),

L(y) = y"(z) + p(2)y (z) + q(2)y(z) = r(2),
(tdssd yhteydessé lyhenne EHY) ja sitd vastaavaa homogeeniyhtaloa (HY) (3.3),

L(y) = ¢"(z) + p(x)y'(z) + q(x)y(z) = 0.
Seuraava lause siséltad lineaarisen DY:n (3.2) ratkaisumenetelmén.

Theorem 3.15. Olkoon funktiopari (y1,y2) HY:n (3.3), v +p(x)y' +q(x)y = 0, perusjdir-
jestelmd, ja olkoon y, EHY:n (3.2), y" + p(x)y + q(x)y = r(x), yksittdisratkaisu. Tdlloin
kyseisen EHY:n yleinen ratkaisu on

y(z) = yp(z) + ayi(z) + coya(2), 1,02 € R. (3.10)
Enemmdankin, tdmd muoto antaa kaikki EHY:n ratkaisut.
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Proof. Aivan kuten lause 1.11. m

Lisdksi, jos HY:m (3.3) perusjérjestelmé (y;,y2) tunnetaan, EHY:n (3.2) yksittéis-
ratkaisu 10ytyy nk. vakioiden varioinnilla:
Olkoon (y1,y2) HY:n perusjirjestelmé. Lahdetédén liikkkeelle yritteesté

y() = cr(@)yu(x) + ca(w)ya(), (3.11)

jossa funktiot ¢; ja ¢y oletetaan ainakin kertaalleen derivoituviksi. Télloin

y'(z) = (ciy1 + chya) + (c1yy + c2ys).
Vaikeuksien vélttdmiseksi halutaan ettd funktioiden ¢ ja ¢y derivaattojen kertaluvut

pysyvét mahdollisimman matalina. Siksi asetetaan funktioille ¢; ja ¢y ensimméinen yhtalo-
muotoinen ehto

¢y ()1 (z) + ey(z)ya(x) = 0. (3.12)

Sen vallitessa pétee v’ = c1y; + cauh, v = Y| + hys + cryl + ey, ja koska yp ja yo ovat
HY .n ratkaisuja, niin

L(y) = iy + dyyhy + e (v + p(@)yy + q(x)y1) + 2 (v + p(@)yh + q()y) = iy + hys.

Siten L(y) = r(z) pétee, jos seuraava yhtélopari toteutuu:

Z’l (2)y1 () + c5(2)ya () (3.13)

1@y (2) + 3 (2)ys(w) = r(x).

Pidetaén hetki vapaa muuttuja x kiinnitettyné ja sitd vastaavia lukuja () ja ch(z)
muuttujina niille lineaarisessa yhtaloparissa (3.13). Télld on lemman 3.6 nojalla yksikésit-
teisesti médritty ratkaisu, silla lineaariparin determinantti (kaikilla z) on (kdytetdén myos
seurausta 3.9)

0
r

Kyseinen ratkaisu on

-1
(@) = —=r(@) yale) (W (g, 2) ()
-1
(@) = r(2) (@) (Wl 1))
Siten integroimalla saadaan derivoituvat funktiot
. r(z) i (x)
dx a cr)= | —F/———— dur, 3.14
/W y17 ! 2( ) /W(y17y2)(x) ( )
ja sitd myotd EHY:m (3.2) yk81ttalsratkalsu (3.11).

Huom.1. Kuten aikaisemmin on mainittu, lineaarisen yhtélon ratkaisemisen teori-
assa vaikeimmaksi tehtaviksi kaiken kaikkiaan ja& homogeeniyhtédlon perusjérjestelmén
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16ytaminen. Télle ei olekaan mitdan yleistd menetelméd, kun kertaluku on > 2, todistet-
tavasti!

Huom.2. Himédavén tiiviista esityksestddn huolimatta (3.14) voi olla erittdin tyolés
laskea.

Esimerkki 3.7. Ratkaistaan EHY y” 4+ y = tanx (jossa © # 7/2 + km, k € Z). Ensin
vastaava HY y” + y = 0, joka on vakiokertoiminen. Karakteristinen yht&lé on

P +1=0%r=d=i

joten s = 0jat = 1, jalauseen 3.13 mukaan HY 114 on pj. (y1,y2) = (cosz,sinz). Saadaan
Yy, = —sinzx ja y, = cosz.

Etsitddn EHY:m yksittdisratkaisu y, vakioiden varioinnilla: yrite on y(z) = ¢y (x)y1 (x)+
co(x)ya(x), ja yhtélopari (3.13) saa asun

/ / / : /
Y1 + Cyya = cosxcy +sinxcy, =0

clyy + chyy = —sinx ) + cosx ¢y, = tan .
Kerrotaan ylempi sin x:114, alempi cos z:114 ja lasketaan puolittain yhteen. Saadaan

chy = (sin® x + cos® z)cy = tan x cos x = sin z.
Kertomalla cos z:114 ja sin x:1l4 ja vihentdmélld saadaan
—sin?z  cos’z —1 1

¢} = (sin?x + cos? x)c, = —tanwsinz = = = cosxT — :
cos x cos CoS X

Siten (hiukka vaikeampi integrointi)

d
cl(x):/cosxdx—/ Y —sinz—1In

COS T

1+ sinx

COs T

ja
co(z) = /sinxd:v = —cosz.

Ei siis tarvitse valittdd integroimisvakioistal On saatu EHY:n yksittédisratkaisu

1+sinzx 1+sinx

Yp(z) = cosrsinz — coszln —cosxsinr = —cosxln

COS T COS T

Lauseen 3.15 mukaan EHY:n yleinen ratkaisu on

1+sinx

y(r) = —coszln +cicosx+cosine,, ¢, €R, z#£7/24km, k€EZ.

COS T

EHY:n yksittaisratkaisu saadaan usein helpommin sopivalla parametreista riippuvalla
yritteelld, varsinkin jos yhtélo on vakiokertoiminen. Valotetaan asiaa esimerkeilla.
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Esimerkki 3.8.
L(y) =y"+ 3y +2y =3z +1

Siis r(x) = 3z + 1, ja sopiva yrite on polynomi y(z) = Ax + B, jossa A ja B € R ovat
parametreja. Silloin ¢y = A, 3y’ =0 ja

L(y) =0+ 3A+24z+2B =3z +1 kaikilla z <
2A=3, 3A+2B=1o A=3/2, B=—T/4.

Siten y,(z) = (3/2)z — 7/4 on EHY:n yksittiisratkaisu.
HY: L(y) = v + 3y’ + 2y = 0, josta karakteristinen yhtdls 72 +3r +2 =0 & r =
—1, 7y = —2. Siten HY:n pj. on (y1,92) = (e7%, e **), ja EHY:n yleinen ratkaisu on

y(f]?) = (3/2):[; - 7/4 + Clei‘r + 02672x7 C1,C2 € R.

Esimerkki 3.9.
L(y) — y//+3y/+2y — 63x

Siis r(x) = €3, ja sopiva yrite on y(x) = Ae3®. Silloin ' = 3A4e3*, v = 9Ae™ ja
L(y) = 94e* + 9Ae™ + 24> = €3  kaikilla z <
204 =14 A=1/2.

Siten y,(z) = (1/20)e* on EHY:n yksittéisratkaisu, ja EHY:n yleinen ratkaisu on

y(x) = (1/20)e* 4 cre™ 4+ cpe™**,  c1,c0 €R.

Esimerkki 3.10.
Ly)=y" —y —y =sinx
Siis r(z) = sinz, ja sopiva yrite on y(r) = Asinx + Bcosz, jossa A ja B € R ovat
parametreja. Silloin ¢’ = Acosx — Bsinz, iy = —Asinx — Bceosz ja

L(y) = —Asinz — Bcosx — Acosz + Bsinz — Asinz — Beosz = (—2A + B)sinz
+(—A—2B)cosz =sinz < —2A+B=1, —A-2B=0=1< A=-2/5, B=1/5.

Siten y,(z) = —(2/5)sinz + (1/5) cosz on EHY:n yksittéisratkaisu.
HY: L(y) = 3" —y — y = 0, josta karakteristinen yhtilé r> —r —1 =0 r; = (1 +

V5)/2, 15 = (1=/5) /2. Siten HY 0 pj. on (g1, o) = (exp((1+/5)3,/2), exp((1-v/5)/2)),

ja EHY:n yleinen ratkaisu on
y(x) = —(2/5)sinz+(1/5) cos x+c1 exp((1+V5)x/2) +coexp((1—VB)x/2), ¢1,¢s € R.

Esimerkki 3.11.
Liy)=y"+3y +2y =3z +1+¢*
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Siis r(z) = 3z+1+¢37, ja sopiva yrite on y(x) = Az+ B+Ce®. Itse asiassa lineaarisuuden
ja esimerkkien (3.8-9) nojalla saadaan vélittomaésti y,(x) = (3/2)z — 7/4 + (1/20)e3".
3.6 Planeetan liike auringon ympéri
Ratkaistaan luvun lopuksi klassinen taivaanmekaniikan kahden kappaleen ongelma,

planeetan liike auringon ympéri. Léahteend on Ritzer and Rose: Differential Equations
with Applications, McGraw-Hill, 1968, jonka tekstiin on tehty vihaisiad lisdyksia.

Planeetan liike mallinnetaan tasoliikkeend radan tasossa, jolloin sen méadraé tyhjen-
tavasti paikkavektori (z(t),y(t)) ajan ¢ funktiona. Napakoordinaateissa saadaan seuraavat
esitykset:

x(t) = r(t) cosO(t)
r(t) sin6(t),

i(t) = 7 cos§ — rfsin

. (3.15)
y(t) = 7sinf + r6 cos b,
i(t) = ¥ cos @ — 270 sin ) — r(6)? cos § — rf sin
§j(t) = isin @ + 270 cos @ — 7(A)% sin 6 + 6 cos 6.
Newtonin toisen lain mukaan
F = ma, (3.16)

jossa F on ulkoinen voima(vektori), m on massa ja a(t) = (Z(¢), 4(t)) on kiihtyvyys(vektori).

Sijoitetaan aurinko origoon, jolloin vetovoima vetdd planeettaa jatkuvasti origoa kohti.
Vilihuomautus: Jos liiketté kiisiteltiisiin xyz-avaruudessa R3, Newtonin vetovoimalaista

(siitd tuonnempana) ja laista (3.16) saataisiin suoraviivaisesti 2.kl. (epélineaarinen) DYS

Kz Ky . Kz

(22 + 42 + 22)3/2 Y= _(x2+y2+z2)3/2’ c = (22 + 2 + 22)3/2

=

jossa K on vakio. Systeemien OY-lause on voimassa R": n, (¢, z,y, z, @, 7, 2) € R7, alueessa
R x (R*\ {(0,0,0)}) x R3. Téssi alueessa pysyvi systeemin ratkaisu on yksikésitteisesti
méadratty, kun alkuehto on annettu. Jos siis saamme tavalla tai toisella ratkaisun, se on
ainoa oikea.

Palataan takaisin liikkeen mallintamiseen tasoliikkeend. Esitetdaén yht&lo (3.16) ortonor-
maalissa kannassa (u,, uy), jossa u, on paikkavektorin (z, y) suuntainen (hetkelld ¢). Tama
kanta on

u, = —(z,y) = (cosf,sinf)

(3.17)

uy = —(—y,z) = (—sinf, cosf).

e e A

Newtonin vetovoimalain mukaan
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K
F=—""u, (3.18)

2
,
jossa vakio K siséltdé auringon massan. Vektorilla a on kannassa (u,, ug) yksikésitteinen
esitys

a=a,u, +agug, a,, a9 € R, (3.19)

jossa a, = a-u, ja apg = a- uy. Koska a = (Z,9), yhtéloista (3.15) ja (3.17) saadaan
pienelld laskulla

ay = i —1(0)>

. ) (3.20)
ag =10+ 2r40.

Yhtlot (3.16), (3.18) ja (3.19) antavat a, = —K/r? ja ap = 0. Kun viel4 sijoitetaan yhtilo
(3.20), saadaan planeetan liikkeen DY-systeemi napakoordinaateissa

. K
. 9 2 _ 0
Py =0 (3.21)
rd 4+ 270 = 0.
Siis pétee
d, 5 . B iy
—(r°0) =10 +2rr =0 < r°0 = c;. (3.22)

dt

Yhtalolla (3.22) on tulkinta (Keplerin toinen laki): Olkoon A(t) paikkavektorin (z,y)
ajassa t pyyhkimé ala. Silloin

S 1
A== 51 = A(t) = gt (A0) =0).
Jos parista (3.21) eliminoitaisiin (3.22):n avulla 6 pois, saataisiin
. K c?
IR

joka on 2. kl. epélineaarinen DY. Se kylla ratkeaisi implisiittimuotoon, mutta hankalaan.
Sen sijaan lasketaan Or-faasiavaruudessa liikkkeen rata (orbit) r = r(6). Koska r(t) =
r(6(t)), niin kiyttden yhtaloa (3.22) saadaan

. dr; _,dr
= @9 =cyr 0
. d _odr _g.dr L d*r . _gdr\? 4 d*r
r = % (CIT @(8(2&))) = Cl< —2r T@ +7r W0> = C1 — 2017” <@> + cr ﬁ
dr\ 2 d?r
_2.-2(q -3 —2
= —cir (27“ <@> - W)
(3.23)

Siirrytadan funktioon
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jolloin
du Ldr  d*u _grdrN\2 L dPr
.y <_> 28l 3.25
o~ " o’ de? o) ~ " ae (3.25)
Siten
d? : d?
r= —C%U2d—9?: ja —Ku?=—Kr?=i—r(0)?= —c§u2d—9¥ — i,
josta saadaan 2. kl. lineaarinen, vakiokertoiminen DY
d*u B
W—FU:KCI% (326)

Se osataan ratkaista: HY:m pj. on (cosf,sinf), silli 72 +1 =0 < r = +4i. EHY:114 (3.26)
on yksittiisratkaisu u = K¢y 2. Siten EHY:n yleinen ratkaisu on

u(f) = Ky + cacosf + cysinf) = Kep? + ccos(f — ), (3.27)

1/2

jossa ¢ = (2 + ¢2)1/? ja § on vektorin (cg, c3) sunntakulma. Siten

r(0) = u(0) " = (KCIQ + ccos(f — 6)) _1. (3.28)

Tyypillisessd alkuehdossa on annettu x(ty), y(to), Z(to) ja ¢(ty). Vilikommentti: Jotta
liike voidaan késitelld xy-tasossa, ryz-avaruudessa taytyy péted z(ty) = 2(tp) = 0. Anne-
tuista alkuarvoista voidaan laskea ro = r(to), 6y = 0(to), 7o = (o) ja 0y = 0(ty), joista
saadaan

.dr . : y
T(QO) =To Ja @(0@) == T‘(to)/@(to) == ’f‘o/@g‘ (329)
Vastaavasti
. du _odr T
u(fo) =1/r0 ja =5 (0o) = —r(60) * 5 (60) = —%. (3.30)
Parametreille ¢; ¢ ja 0 saadaan yhtéaloryhmé
e =15%00, K2+ ccos(By—08) =ryt,  esin(fy — o) = —%. (3.31)
7“000
Rata voidaan kirjoittaa muotoon
r(6) LD (3.32)

- 1+ ecos(f —0)’

jossa e = cc?/K ja p = 1/c. Tunnetusti kyseessi on napakoordinaateissa esitetty karti-
oleikkaus, jonka eksentrisyys on e. Jos e < 1, rata on ellipsi, jonka toinen polttopiste on
origossa, siis auringon kohdalla. Tamé tunnetaan Keplerin ensimmaéisené lakina. Funkti-
olle 8 = 6(t) saadaan 1.kl. separoituva DY
: 2
0(t) =cr?=c <K0f2 + ccos(f — 5)) : (3.33)
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Huomautettakoon lopuksi, ettd ratkaisu patee kaikelle liikkeelle, jossa vaikuttaa New-
tonin vetovoimalain muotoa oleva keskeisvoima, joka on siis suuruudeltaan kdédntéaen ver-
rannollinen etédisyyden nelioon. Sdhkdinen vetovoima on téllainen, miké antaa klassisen
vetyatomimallin: elektroni kiertdéd protonia pitkin ellipsirataa.

4 Yleista teoriaa

4.1 Lipschitz-jatkuvuus ja aputuloksia

Tassé luvussa tarkastellaan ensimmaéisen kertaluvun normaalimuotoisen differentiaaliyh-
talon alkuarvotehtévén

y(z) = f(z,y(@)), ylzo) = v, (4.1)
ratkaisun olemassaoloa, ainakin lokaalisti, ja sen yksikéasitteisyyttd. Tietyin funktiota
f(z,y) koskevin oletuksin ratkaisun (lokaali) olemassaolo ja (globaali) yksikésitteisyys
ovat taatut. Alaluvussa 4.2 esitettdva todistus perustuu nk. Picardin perdkkdisten app-
roksimaatioiden menetelmdadn. Aloitetaan funktiota f(z,y) koskevilla ehdoilla.
Definition 4.1.

(1) Olkoon [ vili R:ssé. Funktio h : I — R on Lipschitz-jatkuva (Lip-jva) vdililld I, jos on
olemassa sellainen vakio M > 0, etta

|h(z) — h(y)| < M|z —y| kaikilla z,y € I. (4.2)

(2) Olkoon H tason R? osajoukko. Funktio f : H — R on H:ssa tasaisesti Lipschitz-
jatkuva muuttujan y suhteen, jos on olemassa sellainen vakio M > 0, etta

’f(l',yl) - f<$7y2)‘ < M’yl - y2| kaikilla ($7y1>7 ($,y2) € H. (43>

(3) Olkoon D tason R? alue (erityisesti avoin joukko). Funktio f : D — R toteuttaa D:ssd
lokaalin Lipschitz-ehdon muuttujan y osalta, jos jokaista pistetta (zo,yo) € D kohti 16ytyy
sellaiset p,q > 0, ettd

K ={(z,y) e R?||z —x0| <p, |y — w0l < ¢} C D,
ja funktio f on K:ssa tasaisesti Lipschitz-jatkuva muuttujan y suhteen.
Huom. Kohdan (3) edellyttdmé Lipschitz-vakio M = My riippuu hyvinkin suo-
rakaiteesta K ja siten pisteesti (zo,yo).

Esimerkki 4.1. (a) Olkoon funktio h : I — R derivoituva, ja oletetaan etta sup,¢; |h'(2)]
on adrellinen, siis luku. T&lloin h on Lip-jva [:ssé.

Perustelu: Luku M = sup,.; |/ (z)| kelpaa Lip-vakioksi, silld véliarvolauseen nojalla
kaikilla z,y € I, x < y, pétee (£ €]|x,y[ on viliarvo)

[h(z) = h(y)] = [W()(z —y)| < [Pl =yl < M|z —yl.

(b) Funktio h(x) = /|| ei ole Lip-jva vélilld I, jos 0 € I, vaikka h : R — R on jva.
Perustelu: Olkoon 0 € I, ja oletetaan etté h olisikin Lip-jva [:sséd Lip-vakiona M > 0.
Silloin
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\h(z) — h(0)| = /]z| = |z[*? < Mz — 0] = M|z| < 0 < M~' < |z|"/? kaikilla z € 1.

Kuitenkin lim, ¢ |z|'/2 = 0, miki antaa ristiriidan edelliseen arvioon.

(¢) Olkoon funktio f(z,y) muotoa f(x,y) = g(x)y, jossa funktio g on jatkuva valilla
[a,b]. Talloin f on rajoittamattomassa suorakaiteessa K = [a,b] X R tasaisesti Lip-jva
muuttujan y suhteen.

Perustelu: Koska g on jatkuva rajoitetulla suljetulla vélilla [a, ], tunnetusti on ole-
massa M = maxge(qy |g(7)] < 0o. Olkoot (z,¥1) ja (x,y2) € K. Silloin

|f(,y1) = (2, y2)| = |g(2)yr — 9(2)y2| = |g(z)|[y1 — yol < My — yal.

Lemma 4.2. Olkoon D tason R? alue, ja olkoon f : D — R siind mddritelty funktio,
jolla on jatkuva osittaisderivaatta Of /0y : D — R. Tdalloin

(a) funktio f toteuttaa D:ssd lokaalin Lipschitz-ehdon muuttujan y osalta,

(b) se on jokaisessa suorakaiteessa K = {(x,y) € R*||z — x| < p, |y —w| < ¢} € D
tasaisesti Lipschitz-jatkuva muuttujan y suhteen.

Proof. (a) Olkoon (x,) € D. Valitaan sellaiset p,q > 0 etté

K ={(z,y) €R*||z —zo| <p, [y — ol < q} C D.

TAmé& on mahdollista, silli D on avoin joukko R?:ssa. Koska derivaattafunktio df/dy on
jatkuva, niin suljetussa ja rajoitetussa (kompaktissa) joukossa K tunnetusti on olemassa
maksimi

M = My = max ’—xy)’
(z,y)eK

Olkoot (z,y1) ja (z,y2) € K, y1 < y2. Viliarvolauseen nojalla (£ €ly;, yo[ on véliarvo)

0 0
) = Fol = |5 )0 = )] = |52 @0l — el < Ml el

Myts kohta (b) tuli samalla todistetuksi. O
Seuraava lause poimii hyodyllisen aputuloksen sarjateoriasta.
Lemma 4.3. Olkoon I vdli R:ssd, ja olkoot funktiot u, : I — R, n > 1, sellaisia ettd

[tuni1(z) —up ()| < a, kaikilla x € I, (4.4)

jossa majoranttijono (a,), a, > 0, on summautuwva eli Y~ | a, < co. Tdllgin funktiojono
(u,) suppenee tasaisesti valilla I kohti funktiota

o0

+Z U1 () — un(x)), €1 (4.5)
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Proof. Kaikilla n > 2 on voimassa

n—1

un(x) = uy(z) + Z (wip1(z) —wi(w)). (%)

=1

Kiinnitetdén = € I. Silloin reaalilukujonolle (un(x)) saadaan arvio: kun n > k, niin
yhtdlon (%) mukaan

—_
—_
—_

n— n— n—

() = ()] < | 3 (wiralo) = (@) | € D i (0) = (@) £ Y <D a
i=k

%

Il
>
Il
>
Il
B

% %

Olkoon € > 0. Koska Y a; < oo, 1oytyy sellainen rajaindeksi n., ettd Z;’ine
Siten arvion (#*) mukaan, ja koska a; > 0,

|t (1) — up(x |<Zal<2al<e

1=Ne

a; < €.

aina kun n, k > n.. Reaalilukujono (un(:r;)) on siis Cauchy, ja siten se tunnetusti suppenee.
Siis on olemassa

o0

w(z) = lim u,(z) = uy(x nh—{{oloz w1 (T (2)) = wi(z) + Z (Uns1(z) — un(2)),

n—oo

joka samalla méérittelee funktion u : I — R. Funktiojono (u,) suppenee siis véhintaan
pisteittiin tdta funktiota kohti.
Lopuksi, olkoon ¢ > 0. Silloin kaikilla n > n. ja x € I pétee

[u(z) — un(z |<Z‘Uz+1 Zaz<2al<6

1=Ne

joten funktiojonon suppeneminen on peréti tasaista valilla 1. O

4.2 Olemassaolo- ja yksikisitteisyyslauseita

Theorem 4.4 (Lokaali OY-lause). Olkoon D C E C R?, jossa D on alue. Olkoon funktio

f i+ E — R alueessa D jatkuva, ja toteuttakoon se siind lokaalin Lipschitz-ehdon muuttujan
y osalta. Olkoon (xg,yo) € D.

(a) Tdlloin on olemassa sellainen 6 > 0, ettd alkuarvotehtivdlli

y/<33') = f(ma y(.ﬁlﬁ)), y(fﬁo) = Yo, (46)
on ratkaisu y : I — R vdlilld I =|xg — 6, x¢ + J].

(b) Olkoot yy, = I, — R, k = 1,2, kaksi AAT:n (4.6) ratkaisua, joiden kuvaajat kulkevat
D:ssi, ts. (z,yr(x)) € D kaikilla x € Iy, k = 1,2. Talldin

y1(x) = yo(x) kaikilla x € Iy N . (4.7)
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Proof. Jaetaan todistus osiin.
Vaihe 1, muuntaminen integraaliyhtiloksi
Olkoon y AAT:n (4.6) ratkaisu valilla 1, jolloin

y'(z) = f(z,y(x)) kaikilla z € I, ja pitee y(zg) = yo. (4.8)
Siten

y@—mmz/lmmz/ﬁwwmﬁ

eli

y(x) =yo + /x ft,y(t))dt kaikilla z € 1. (4.9)

Kéaantden, jos jatkuva funktio y : I — R toteuttaa integraaliyhtélon (4.9), niin se on
derivoituva funktio ja

y'(x) = %(yo + /m f(t,y(t)) dt) = f(z,y(x)) kaikilla z € I,

ja liséksi y(z9) = yo. Siten yhtélot (4.8) ja (4.9) ovat jatkuville funktioille yhtépitévit.
Jatkossa ratkaistaan nimenomaan integraaliyhtilo (4.9).
Vaihe 2, Picardin iteraatio

Olkoon (z9,y0) € D. Etsitddn ratkaisua paikallisesti, suorakaiteessa

K ={(z,y) e R*| |z — xo| <p, |y — vo| < q}.

Koska D on alue (avoin), vakiot p > 0 ja ¢ > 0 voidaan valita niin pieniksi, ettd ensinnikin
K C D, ja toiseksi f on K':ssa tasaisesti Lipschitz-jatkuva muuttujan y suhteen. Olkoon
joukkoon liittyvéa Lipschitz-vakio M = Mg > 0.

Voidaan olettaa etti || f| = sup(, ,ex [f(7,y)| > 0, silli muussa tapauksessa f = 0
suorakaiteessa K, ja AAT:114 (4.6) on vélilld |z — p, xo + p| ratkaisu y(z) = yo. Lauseessa
mainitun ratkaisuvélin séteeksi § voidaan valita

§ = min {p, ﬁ} > 0. (4.10)

Merkitddn I =|xg — d, zg + d[, ja médritelladn rekursiivisesti funktiot (Picardin approksi-
maatiot) v, : I — R, n=0,1,2,---, asettamalla kaikilla z € [

yo(ﬂf) = %Yo
yi(®) = yo +/ f(t,yo)dt

i) =+ [ ftn®)ds (4.11)

Ynt1(T) = Yo + /z f(t,yn(t)) dt.
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On huolehdittava siité, ettd madritelméa (4.11) on hyvin tehty, miké vaatii etta (z, y,(z)) €
D kaikilla n € N ja x € I, ja ettd funktiot y,, ovat jatkuvia.

Jalkimméinen vaatimus todistuu heti induktiolla, koska f;; f(t,y(t))dt on jatkuva,
jos y on jatkuva, silld oletuksen mukaan f on jatkuva. Ensimmaéisen vaatimuksen osalta
osoitetaan enemmaénkin, induktiolla n:n suhteen etta

(r,yn(z)) € K kaikillan € Njax €I, (4.12)

miké toimii jatkossa. Kun n = 0 asia selvi, silld 6 < p. Pétekoon (4.12) jollakin n € N.
Olkoon vaikka xy < z < xg + 0 (tapaus 9 — J < x < 1z hoituu vastaavasti). Silloin
(4.11):n mukaan, ja koska induktio-oletuksen mukaan (t,y,(t)) € K,

iia(@) = w0l < [ Iftun@Dlat < [t = 1fl(o = w0) < 15 < g

Siten (4.12) pétee kaikilla n € N.
Vaihe 3, funktiojonon suppeneminen

Koska f(z,y) on K:ssa tasaisesti Lipschitz-jatkuva muuttujan y suhteen, pétee

‘f(‘rayl) - f(x7y2>| < Mlyl - y2| kaikilla (x7y1)7 (xva) € K.

Toisaalta Picardin approksimaatioille pétee relaatio (4.12). Osoitetaan induktiolla n:n
suhteen, etté niille pdtee myos arvio

M
(n+1)!

Olkoon vaikka xy < x < o+ d (tapaus o — § < = < xg hoituu vastaavasti). Kun n = 0,
niin

Y1 (2) — yn(7)] < —= |2 — 20/"™"  kaikillan € Njax € I. (4.13)

M°||f||

Patekoon (4.13) jollakin n € N. Télloin induktio-oletuksen ja edelld sanotun nojalla

2 () — g0l < / (o)l dt < ||| (x — 20) =

s (2) — o (2)] < / VAt ia(8)) — £t yu0))] dt <

§ M Mn+1
M|yni1(t) — yn(t)| dt < S MU (t — o)™ dt = ||f|| / o)L dt
o zo ( +1)
M M £
R L t — n+2 = /i . n+2
(n+2)! xo( o) (n+2)! [ = 2™,

miké tdydentdéd induktion ja siten osoittaa arvion (4.13) todeksi.
Sovelletaan lemmaa 4.3 funktiojonoon (y,(z)). Asetetaan majoranteiksi a,, > 0 luvut

_ Mt

n = CESIEE n € N.

Talloin arvion (4.13) perusteella pétee
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M"| flle"

(n+ 1)1 =a, kaikillaneNjaxel,

[Yn1(2) — yn(2)] <

ja toisaalta patee

& LA Il = (M) |If]
ZG"Z_M+M§% nl :M<6M6_1><°°

n=0 =

Lemman 4.3 mukaan funktiojono (y,(z)) suppenee tasaisesti vlilla I kohti funktiota

y(@) =m0+ > (i1 (2) — yn(2)). (4.14)

Koska funktiot y, ovat jatkuvia, kuten vaiheessa 2 todettiin, tunnetusti myds niiden ta-
sainen raja y on jatkuva vélilld I. Lisiksi sille selvisti pitee (z,y(x)) € K kaikilla z € 1.

Vaihe 4, saatu funktio (4.14) toteuttaa yhtéilén (4.9)

Osoitetaan aluksi etta

T

lim ft,ya(t)) dt = /x flt,y(t))dt kaikilla z € I, (4.15)

n—oo
o

jossa y on funktio (4.14). Olkoon vaikka zq < x < x4 ¢ (tapaus xg — 0 < x < xy hoituu
vastaavasti). Talloin

0< ‘/xf(t,yn(t))dt—/xf(t,y(t))dt‘ S/x‘f(t,yn(t))—f(t,y(t))‘dtS
M/m lyn(t) — y(t)| dt < stlel? [y (t) — y(t)| M (z — x0) < Stlel? lyn (1) — y(£)| M5 — 0,

kun n — oo, sillé tasaisen suppenemisen y,, — y vuoksi sup,c; |yn(t) — y(t)] — O.
Yhtélon (4.15) nojalla kaikilla © € I pétee

i) = Jim ps(o) = lim (o + [ fem@)de) =+ [ 6 u0)ar

siis funktio y toteuttaa (4.9):n. Koska se on lisdksi jatkuva, se toteuttaa (4.8):m, ja on
siten AAT:n (4.6) ratkaisu y : I — R valilld I =]zg— 0,z + I, jossa § on kuten (4.10):ssé.
Siten (a)-kohta, lokaali olemassaolo, on todistettu.

Kohta (b) osoitetaan kahdessa vaiheessa.

Vaihe 5, lokaali yksikésitteisyys

Kéytetddn nk. kiristyvén silmukan (bootstrap) argumenttia. Olkoot 2 : I — R,
k = 1,2, kaksi AAT:n (4.6) ratkaisua. Ne toteuttavat inttegraaliyhtdlon (4.9). Loytyy
sellainen &' > 0, ettd I’ =|xg—0', xo+d'[C I1N15, ja funktioiden z; jatkuvuuden perusteella
(x,2k(z)) € K kaikilla z € I', k = 1,2, jossa K on alkuosassa kiinnitetty suorakaide.
Todistuksessa aikaisemmin méaéaritelty o ei siis suoralta kiadelta kelpaa, silld jatkossa arviot
vaativat ettd funktioiden z; kuvaajat pysyvit suorakaiteessa K. Osoitetaan induktiolla
n:n suhteen, ettd kyseisten funktioiden erotukselle pétee
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|x — 0|

|21(z) — 22(z)| < 2¢M" o

kaikillan =1,2,--- jaxz € I'. (4.16)

Olkoon vaikka zg < x < xo + ¢’ (tapaus zo — 0’ < & < zo hoituu vastaavasti). Kun n = 1,
niin yhtdlon (4.9) mukaan - ja koska pysytddn suorakaiteessa K -

|21(2) — z2(2)| < /z [f(t, 21(8) — f(t, 22(t)) ] dt <

|z — zo|!

M/ |z1(t)—22(t)|dt§M/ 2q dt = 2qM T
X0 o '

Patekoon (4.16) jollakin n. Talloin induktio-oletuksen nojalla

T M’I’L €T

(@) — 2a(2)| < M / 2(t) — 2a(t) i < M w27 / (t — o) dt =
xo . o

(t — o)™+ = 2gM

o

n+1

(n+ 1!

n+1 ’x B xo’n_H
(n+1)! 7

2q

joten (4.16) on osoitettu.

Koska > 02 M"|z — zo|" /n! = eMl*=%] < oo, niin lim, . M"|z — 20|" /n! = 0. Siten
arviosta (4.16) seuraa ettd z1(x) = zo(x) kaikilla « € I’ siis lokaali yksikésitteisyys.

Vaihe 6, globaali yksikésitteisyys

Pyritadn vilttamadn topologisia argumentteja, jotka kylla tekisivit paattelysta ly-
hyen. Olkoot zj : I, — R, k = 1,2, kaksi AAT:n (4.6) ratkaisua, joilla {(x, zx(x)) |z €
I} € D, k =1,2. Tehddén vastaoletus: Loytyy sellainen x € I1 N Iy, ettd z1(x) # 2zo(x).
Oletetaan ettd tdmé x > x( (tapaus z < x hoituu vastaavasti). Silloin on olemassa

vy =inf{x € [ N L]z (z) # 22(x), 2 > 20}, (4.17)
silld kyseinen joukko on epétyhjé ja alhaalta rajoitettu xg:lla. Patee x1 > xg, silld lokaalin
yksikésitteisyyden nojalla z; ja ze yhtyvét jossain xg:n ympéristossa. Koska 21 (z) = z2(x)

kaikilla = € [zg,21], ja funktiot ovat jatkuvia, niin z;(z1) = 22(x;1). Siten z; ja 2z ovat
AAT:n

v =flzy), ylz) =z(21) = 2(),
ratkaisuja. Koska oletuksen mukaan (x1,21(z1)) € D, vaiheen 5 mukaan 16ytyy sellainen
§ >0, ettd z1(x) = 29(x) kaikilla x €]y — 0§, 21 + [, miké on vastoin z;:n valintaa (4.17).
Saatu ristiriita osoittaa, etté

21(x) = zo(x) kaikilla z € Iy N 1.
[

Huom.1. Luvussa 1 esitetty OY-lause 1.2 seuraa véalittoméasti lauseesta 4.4 ja lem-
masta 4.2.

Huom.2. Erés Picardin todistuksen etu on puolikonkreettinen alaraja (4.10) ratkaisu-
vélin pituudelle. Se riippuu vain funktiosta f(z,y) ja siitd, kuinka ldhelld alueen D reunaa
alkuehtopiste (zo,yp) on. Seikkaa hyddynnetédén tuonnempana.
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Huom.3. Voidaan todistaa ettd jos funktio f(x,y) on vain jatkuva alueessa D, niin
AAT:114 (4.6) on kylla lokaali ratkaisu, mutta tdmén edes lokaali yksikésitteisyys vaatii
jonkin Lipschitzin kaltaisen lisdehdon.

Esimerkki 4.2. Tarkastellaan alkuarvotehtavaa

y =y*3,  y(0)=0.

Yhtédlo on separoituva; ratkaistaan se eksplisiittisesti. Triviaaliratkaisu y = 0 on AAT:n
ratkaisu. Separoidaan:

1
y_2/3dy:dx(:)/y_2/3dy:/dw@Syl/?’:x—i—C'l(:)y:ﬁ(w—C)?’.

Valitsemalla C' = 0 saadaan AAT:lle toinen ratkaisu y = x3/27. Itse asiassa AAT:1I4 on
oo-monta ratkaisua, esimerkiksi jokaista C' > 0 kohti funktio

(z) = 0, x < C,
M=V a2n@ -0, 20

Toisaalta funktio f(z,%) = y*? on jatkuva koko tasossa R2. Jokin muu OY-lauseen 4.4
oletuksista ei siis pide, ainakaan koko tasossa. Funktio f ei olekaan tasaisesti Lipschitz-
jatkuva muuttujan y suhteen missdén suorakaiteessa, joka sisdltdd muotoa (z,0) olevia
pisteitd. Epésuora todistus: Olisipas; voidaan olettaa ettd M > 0. T&lloin

(e y) — F,0) = 2 < Mly — 0] & 0 < M~ < g% —0,

kun y — 0, ristiriita. Havaitaan siis, ettd Lipschitz-ehto on yksikésitteisyydelle oleellinen.
Sen sijaan lemman 4.2 nojalla yhtilo ¢/ = y?/3 toteuttaa OY-lauseen 4.4 ehdot alueissa

Dy ={(z,y) €R*|y >0} ja Dy={(z,y) € R?|y <0},

koska myos osittaisderivaatta 0 f /0y = (2/3)y~'/3 on jatkuva niissi. Mutta alkuehtopiste
(0,0) ei kuulu kumpaankaan, ja ratkaisuja onkin useita.

Theorem 4.5 (Maksimaaliratkaisu). Pdtekoot lauseen /4.4 oletukset. Talloin AAT:ld
(4.6) on ratkaisu y : I — R, jolla (x,y(x)) € D kaikilla x € I ja joka on maksimaa-
linen siind mielessd, ettd kaikki kyseisen AAT:n muut kuvaajaltaan alueessa D pysyvit
ratkaisut ovat sen rajoittumia. Lisdkst vilt I on avoin.

Proof. Olkoot y; : I; — R, j € J, kaikki ne AAT:n (4.6) ratkaisut, joiden kuvaaja pysyy
alueeessa D; vili [; saa olla avoin, puoliavoin tai suljettu. Asetetaan

I= U]j ja y: I —R, y(r)=y;(z) ainakunx € Ij. (4.18)

jed
Yksikésitteisyyden, lauseen 4.4 kohdan (b) nojalla, funktio y on hyvin mééritelty. Jos
x € I on I'n sisépiste, se on jonkin I;:n sisdpiste, ja koska y yhtyy kyseiseen y;:hin jossain
x:n ympéristossi, funktio y on derivoituva pisteessi z ja toteuttaa siind DY:n (4.6). Jos
taas z € I on I'n (viela mahdollinen) paétepiste, se my6s jonkin /;:n péétepiste, ja kyse on
toispuoleisesta derivaatasta, muuten samat sanat kuin edelld. Lisdksi selvisti y(zq) = yo.
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Siten funktio y on AAT:n (4.6) ratkaisu vililld I, sen kuvaaja pysyy alueessa D, ja silld
on jo méadritelménsa perusteella lauseessa viitetty yksikésitteisyysominaisuus. Se on siis
AAT:n (4.6) maksimaaliratkaisu alueessa D.

Osoitetaan lopuksi I avoimeksi. Vastaoletus: Vali I sisdltds ainakin toisen paitepis-
teensd. Olkoon tdmé x1. Koska (z1,y(z1)) € D, lauseen 4.4 nojalla AAT:114

2= f(x,2), z(x1)=y(r1),

on ratkaisu z jollain valilla I’ =]z — 0, x1 + [, jossa & > 0. Myos y on kyseisen AAT:n
ratkaisu. Koska lauseen 4.4 yksikésitteisyyspuolen nojalla y(x) = z(z) pisteissda z € NI,
funktio y voidaan jatkaa funktiolla z AAT:n (4.6) alueessa D kulkevaksi ratkaisufunktioksi
u: TUI" — R, miki on vastoin ratkaisuvilin [ maksimaalisuutta. Siten I on avoin vali. [

Theorem 4.6 (OY-lauseen globaali muoto). Olkoon I C R wvdli, joka voi olla rajoittama-
tonkin. Olkoon funktio f : I x R — R jatkuva ja lisiksi kaikilla (kompakteilla) osavdleilld
la,b] C I suorakaiteessa |a,b] xR tasaisesti Lipschitz-jatkuva muuttujan y suhteen. Olkoon
(0,Y0) € I x R. Tdlloin alkuarvoethtivdlld (4.6),

y/<ﬂf) = f(ma y(a:))a y(l'[)) = Yo,

on koko wvalilld I madritelty ratkaisu y : I — R. Kaikkit I:n osavdleilld annetut AAT:n
(4.6) ratkaisut ovat sen rajoittumia.

Proof. Todistus on pitkalti sama kuin lauseen 4.4 alkuosan. Témén vaiheeseen 1 ei tule
mitddn muutoksia. Vaiheessa 2 suorakaiteeksi voidaan valita

K=[a,b]xRCIxR

ja ratkaisuviliksi [a, b], zo € [a, b]. Koska K on y:n suhteen rajoittamaton, Picardin app-
roksimaatioille g, automaattisesti pétee

(x,yn(z)) € K kaikillan € N ja z € [a,b].

Vaiheen 3 arviossa (4.13) maksimi || f|| korvataan luvulla max,epq 4 | f (2, y0)| < 0o (kuten
siellakin voitaisiin) ja majoranteissa a,, sidde § korvataan luvulla b — a, kuten tarvittaessa
muulloinkin. Muuten vaiheet 3 ja 4 sdilyvat entisellddn. Kuten lauseen 4.4 alkuosassa, nyt
saadaan vastaavasti AAT:n (4.6) ratkaisu y : [a,b] — R.

Olkoon sitten [a;,b;] C I, j = 1,2,---, sellainen nouseva jono xo:n sisiltavia vélejé,
ettd I = U, [a;, b;]. Alkuosan perusteella AAT:14 (4.6) on ratkaisut y; : [a;,b;] — R.
Aivan kuten lauseen 4.5 todistuksessa, lauseen 4.4 kohdan (b) nojalla saadaan hyvin
madritelty, derivoituva funktio y : I — R,

y(x) = y;(z) aina kun x € [a;, bj],
joka on AAT:n (4.6) ratkaisu valilla I.
Lauseen loppuosassa esitetty yksikéisitteisyys seuraa heti lauseen 4.4 kohdasta (b). [

Huom. Lineaarinen 1.kl. yhtilo toteuttaa lauseen 4.6 ehdot, jos sen kerroinfunktiot
ovat jatkuvia, vrt. esimerkki 4.1 (c¢). Téastd(kin) seuraa lineaarisille yhtéloille ratkaisun
globaalisuus.

Esimerkki 4.3. Tarkastellaan yhtaloa
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y3€z

1+y?
Selvisti f ja df /0y € C(R?). Enemménkin, olkoon a > 0. Silloin

/

Y = f(z,y) = + 2% siny.

(x y)‘ = )Mex +a%cosy| < 3e” +a® kaikilla (7,y) € [~a,a] x R
=Ty : e
Siten véliarvolauseen nojalla f on joukossa [—a, a] x R tasaisesti Lipschitz-jatkuva muut-
tujan y suhteen; Lip-vakioksi kelpaa M = 3e® 4 a?. Koska tdmi pitee kaikilla a > 0,
niin tarkasteltava yhtélo toteuttaa globaalin OY-lauseen 4.6 ehdot alueessa R? = R x R,
ja siis I = R. Jos (zg,y0) € R?, niin tilld alkuehdolla varustetulla AAT:1I on lauseen
4.6 mukaan koko R:ssé& méadritelty ratkaisu y : R — R. Siis tarkasteltavan yhtalon kaikki

(maksimaali)ratkaisut ovat olemassa koko R:ssé.

of
dy

Todistetaan luvun lopuksi vield Poistumislause. Selvyyden vuoksi esitetddn se téssé
uudestaan, yksityiskohtaisemmassa muodossa.

Theorem 4.7 (Poistumislause). Olkoon D tason R? alue, ja olkoot funktio f seki sen
osittaisderivaatta Of /Jy jatkuvia siind. Olkoon (xg,yo) € D.

(a) Tdlloin AAT:lli (4.6),

y'(@) = f(z,y(),  ylxo) = wo,
on (maksimaali)ratkaisu y : I — R, jossa I on avoin, ratkaisukdyri {(x,y(x))|x € I}

kulkee alueessa D, ja silli on ominaisuus: jokaista kompaktia (=suljettua ja rajoitettua)
joukkoa K C D kohti loytyy sellaiset vakiot a = ax € I jab=0bx € I, a < b, ettd

(z,y(z)) € D\ K kaikilla x € I, joilla x < a tai x > b. (4.19)

(b) (Maksimaali)ratkaisu y : I — R on yksikdsitteisesti mddratty, ja kaikki muut D:ssd
pysyvit AAT:n (4.6) ratkaisut ovat sen rajoittumia.

Proof. Lause 4.5 antaa AAT:m (4.6) maksimaaliratkaisun y : I — R, jossa véli I on avoin,
kuvaaja kulkee alueessa D, ja joka suoralta kideltéd toteuttaa yksikésitteisyyskohdan (b).
Kohdasta (a) jda todistettavaksi, ettd tdmé y toteuttaa myos kompakteihin joukkoihin
K C D liittyvén ominaisuuden.

Olkoon I =|a, ([, jossa o € RU{—o0} ja f € RU{oo}. Vastaoletus: Loytyy kompakti
K C D, jota kohti ei ole vakioita a ja b toteuttamaan relaatio (4.19). Voidaan olettaa ettd
b puuttuu (tapaus puuttuva a hoituu vastaavasti). Télloin on olemassa I:n pisteiden jono
(x;), jolle patee

limz; =08 ja (2;,y(x;)) € K kaikillai =1,2,--- .

Ei taideta vilttya tyystin topologian kaytoltd. Niinpé, koska K on kompakti, tun-
netusti sen pisteiden jonolla ((azl, y(mz))) on jotain pistettd (xx,yx) € K kohti suppeneva
osajono ((z,y(zx))) = ((zi,, y(xs,))). Koska osajonon raja-arvo on aina sama kuin koko
jonon (mikali tAmé on olemassa), niin

B:hmxi:klmxik: lim z, = zg;

i
1—00 —00 k—o0
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padtepiste ( on valttamatta dérellinen.
Koska K on kompakti, niin sen etéisyys D:n komplementtiin on aidosti positiivinen:

2dv2 = d(K, R*\ D) > 0.
Joukko

K'= B(K,dv?2) = {(z,y) € R?| d((z,y), K) < dv2}

on suljettuna ja rajoitettuna kompakti, ja sille pitee K C K’ C D. Olkoon (s,t) € K.
Talloin pétee

R={(z.y) eR*|lz —s| <d, |y—t| <d} C K.

Olkoon vield || f|| = maxex |f(z,y)|. Se on &éreliinen, koska K’ on kompakti ja f
jatkuva siind. Sovelletaan lauseen 4.4 todistuksen alun tarkasteluja suorakaiteeseen R,
jossa f on lemman 4.2 nojalla tasaisesti Lipschitz-jatkuva muuttujan y suhteen. Saadaan
yhtélostéd (4.10) tdhén péteva versio

d
0 = min {d, —} > 0, (4.20)
il
ja lauseen 4.4 nojalla AAT:lle
2= f(x,2), z(s)=t, (4.21)

alueessa D kulkeva ratkaisu z : I’ — R vilille I’ =|s — 0, s + [. Oleellista on ettei § riipu
alkuehtopisteestd (s,t) € K.

Kiinnitetddn seuraavaksi sellainen k, ettd 2z, = z;, > [ — /2, ja valitaan alkuehtopis-
teeksi (s,t) = (2x,y(2x)) € K. Télloin myo6s funktio y on AAT:n (4.21) ratkaisu. Koska
yksikésitteisyyden nojalla y(x) = z(z) kaikilla z € I' NI’ funktio y voidaan jatkaa funkti-
olla z AAT:n (4.6) ratkaisuksi u : U’ — R. Vélin I maksimaalisuuden vuoksi, ja koska
nyt s = zp, taytyy patea

I'cCl= 3, +0<B& 2 <30,
mik4 on ristiriidassa k:n valinnan kanssa. Siten kaikki lauseen véitteet on todistettu. [

Huom. Kylld Poistumislauseessa esiintyva oletus derivaatan 0f /0y jatkuvuudesta
voitaisiin korvata heikommalla oletuksella, etté f toteuttaa D:ssé lokaalin Lipschitz-ehdon
muuttujan y osalta.

5 Differentiaaliyhtilosysteemit

5.1 Systeemi ja sen OY-lauseet
Aloitetaan parilla esimerkilld motivoimaan miksi systeemejé.

Esimerkki 5.1. Tarkastellaan seuraavan kuvan kertomaa tilannetta, jossa kaksi saman-
laista pallukkaa on kytketty toisiinsa ja seindmiin kolmella keskenédén samanlaisella jousella.
Jousivoimat ovat ainoat, joiden katsotaan vaikuttavan, massat ovat m ja jousille yhteinen
jousivakio on k.
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Kuva 5

Tutkitaan pallukoiden véardhtelyd vaakatasossa. Sille alkutilanne luodaan pitdmalld
ensimmaéinen pallukka tasapainotilanteen mukaisella paikalla, mutta toista poikkeutetaan
oikealle, positiiviseen suuntaan, matkan o« > 0 verran, ja kumpikin lasketaan irti jolloin
systeemi alkaa heilahdella edestakaisin vaakatasossa. Siten alkuehto on

r1(0) =0 x2(0)=a >0

i1(0) =0 5(0) = 0. (5.1)

Hooken laki kertoo, ettéd jousi vetdd tai tyontdd pallukkaa kohti tasapainotilaa voimalla
jonka suuruus on k kertaa poikkeama tasapainotilasta. Siten hetkelld ¢ pallukoihin 1 ja 2
kohdistuvat jousivoimat ovat

Kuva 6

(5.2)

Newtonin toisen lain nojalla F(t) = may(t) = mi(t), k = 1,2, mikéd yhdessé yhtaloi-
den (5.2) kanssa antaa differentiaaliyhtilosysteemin (DYS)

miy(t) + 2kxy (t) — kxa(t)

I 5.3
mis(t) — kw1 (t) + 2kxa(t) = 0. (53)

Se on lineaarinen ja sen kertaluku on kaksi. Yhdessé alkuehdon (5.1) kanssa DYS (5.3)
muodostaa systeemin alkuarvotehtévan.

Esimerkki 5.2 (Kahden siilion sekoitusongelma). Olkoot siiliot A ja B tdynné suo-
laliuosta, ja olkoot niiden viliset ja muutkin virtaukset kuten seuraava kuva esittéaa.
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Kuva 7

Olkoot séilididen A ja B suolan méérit (massat) ajan ¢ funktioina z(¢) ja y(t). Tankkiin
A virtaavan suolaliuoksen suolapitoisuus olkoon a kg/l. Oletetaan liuosten sekoittuvan
taydellisesti. Silloin suureen z(t) muutosnopeus, eli funktiona sen derivaatta, on (ilman
yksikkod, joka olisi kg/min)

: z(t) y(t)
t) = 6a — — -+ 2% —=.
x(t) = 6a — 8 x 51 + 2 % 51
Vastaavasti suureen y(t) muutosnopeus on
: z(t) y(t) y(t)
t) = —= = 2% /== — —
B0 =8~ 2 or 0

ja saadaan lineaarinen 1.kl. DYS (pari)

(1) = 5 (1) + 15 y(0) + 6
1

TOREXOREON

(5.4)

Ratkaistaan kyseinen pari malliksi nk. eliminointikeinolla: Derivoidaan ylempi (5.4),
ja sijoitetaan téhin saatuun alempi (5.4), jolloin saadaan

N PUNE SN PO 1
I=—cf+—y=—-t+—=2r— —y.
3 TV T T3 T 36" T 367

Toisaalta ylemmisté (5.4) saadaan y = 122 +4x—T72a, joka sijoitetaan edelliseen yht&l66n,
jolloin y eliminoituu pois, ja saadaan

1 1 1 1
T = 33:—1— 363: 33: 9$+2a(:>12a:+8$+33—24a,
lineaarinen, vakiokertoiminen 2.kl. DY, joka osataan ratkaista.
HY: 127 + 8¢ + x = 0, karakteristinen yhtdls 127> + 8 +1 =0 < r, = —1/2 ja
ro = —1/6. Siten HY:n pj. on (e7/2, e7%/%).
EHY: Silld on yksittaisratkaisu z,(t) = 24a. Siten EHY:n yleinen ratkaisu derivaattoi-
neen on

z(t) = 24a + cre 2 + 70, ¢, € R, E(t) = _%e—tﬂ _ %e—t/G_
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Funktio y(t) saadaan suoraan nimenomaan ensimmaéisestéd yhtalosta (5.4) - ei toisesta
- sijoittamalla saatu z(t) ja sen derivaatta:

y(t) = 124 + 4z — T2a = 24a — 2cie™"2 + 2c5e7Y/5.

Siis 1.kl. parin yleiseen ratkaisuun siséltyy kaksi parametria. Erityisesti kun ¢; = ¢o = 0,
saadaan parin vakioratkaisu x = y = 24a. Tamé systeemin tila on stabiili, silla kaikilla
c1,c2 € R, eli olipa alkutila miké hyvénsé, lopulta ldhestytéddan vakioratkaisua:

x(t), y(t) — 24a, kunt — oco.

Siten suolapitoisuuksille kdy kuten arvata saattaa: aikaa myoten

Tulemme tarkastelemaan differentiaaliyhtdlosysteemeisséd vakitilannetta, jossa yhté-
16itd on yhtd monta kuin tuntemattomia raaliarvoisia funktioita (n&mé yhden reaali-
muuttujan funktioita). Olkoot kokoa n olevan systeemin vapaa muuttuja ¢ ja tuntemat-
tomat funktiot x4 (t), k= 1,--- ,n. Olkoot fi(t,x1, - ,x,), k=1, n, jossain R"*1:n
(avoimessa) osajoukossa méadriteltyja, annettuja reaaliarvoisia funktioita. Kaytdnnossé ne
oletetaan vahintadn jatkuviksi. Téllaisen, kokoa n olevan ensimmdisen kertaluvun sys-
teemin normaalimuoto on

xl(t) = fl(t,l'l(t),' o 7xn(t))>
x2(t) = fZ(ta xl(t)a e 7xn(t))>

(5.5)
in(t) = fu(t,z1(t), -, za(t)).
Olkoot vakiot ¢y, 19, , Zno € R annettuja. Systeemin (5.5) alkuehto kuuluu
zp(to) = Tpo, k=1,--- n. (5.6)

Otetaan kayttoon vektorinotaatio, joka lyhentéd ja selkeyttéékin esitystd. Merkitdan
funktiokokonaisuuksia x1,--- ,z, ja fi,---, f, vektoriarvoisina funktioina

x(t) = (z1(t), -, 2n(t)) = [w2(8) - 2o ()] € R® = R,
f(t,x) = (filt,z1,- @), falty e, - 2)) = [fl(t,x)---fn(t,x)]T € R" = R™*%,

Ne derivoidaan ja integroidaan komponentti komponentilta tyyliin x = (&4, ,&,) ja

T

/If(t,x(t)) dt = (/x it @i(t), - xu(t)) dt,- - / fa(t,2a(t),- - ,xn(t))dt>.

Z0 o o

Merkitéan vastaavasti xo = (210, - , Tno). Néin systeemi (5.5) saa tiiviin muodon
x(t) = £(t,x(t)), (5.7)
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ja alkuehto (5.6) voidaan kirjoittaa lyhyesti

x(to) = Xo. (5.8)

Tartutaan heti suoralta kédelta differentiaaliyhtélosysteemien ratkaisujen olemassaolo-
ja yksikésitteisyyskysymyksiin. Lyhyesti voi todeta, ettd systeemeille patevit vastaavat
tulokset kuin yhdelle differentialiyhtélolle - eiké jalkimmaéisten tulosten todistuksia (luku
4) tarvitse paljoakaan sdéitdé jotta saadaan vastaavat systeemien tulokset. Hahmotellaan
olennaisimmat muutokset ja kirjataan tulokset.

Definition 5.1. Olkoon D avaruuden R™*! alue (erityisesti avoin joukko). Vektorifunktio
f : D — R” toteuttaa D:ssd lokaalin Lipschitz-ehdon muuttujan x osalta, jos jokaista
pistetti (to,xo) € D kohti 16ytyy sellaiset p, g > 0, etta

K ={(t,;x) e R"" ||t —to| < p, [x —xo]| < ¢} C D,
ja funktio f on lieriossd K tasaisesti Lipschitz-jatkuva muuttujan x suhteen, ts. 16ytyy

sellainen vakio M = Mg > 0 etta

I£(t,x1) — £(t,x2)|| < M||x; —x2|| kaikilla (¢,x1), (¢t,%2) € K.

Lemma 5.2. Olkoon D avaruuden R™ alue, ja olkoon £ = (fi, -+, fn) : D — R" siind
madritelty funktio, jonka komponenteilla on jatkuvat osittaisderivaatat 0f;/0x; : D — R,
k,j=1,---,n, muuttujien x; suhteen. Tdlldin

(a) funktio £ toteuttaa D:ssi lokaalin Lipschitz-ehdon muuttujan x osalta,

(b) se on jokaisessa lieridssi K = {(t,x) € R ||t —to| < p, |[x —x0|| < ¢} C D
tasaisesti Lipschitz-jatkuva muuttujan x suhteen.

Proof. Esitetdén vain lemman 4.2 todistukseen tulevat muutokset. Olkoon (t,x1), (¢, Xs) €
K. Sovelletaan viliarvolausetta komponentteihin f;: 16ytyy sellaiset pisteet s, yhdistys-
janoilta [x1, 2], ettd (kts. kurssi Vektorianalyysi)

— fi
fe(t,x1) — fu(t, x2) = %(t,sk)(%l —xj2) = Vfi(t,sp) - (x1 — X2).
g=1 "7
Erityisesti (¢,s;) € K kaikilla k. Gradienttivektori V fi(f,x) on jatkuva funktio (sen
komponentit, osittaisderivaatat ovat jatkuvia), joten sen normi on jatkuva reaaliarvoinen

funktio, ja saavuttaa siten kompaktissa joukossa K maksiminsa:
M, = max Hka(t,x)H <oo, k=1,---,n.
(t,x)eK

Edella esitetystéd ja Schwarzin epayhtélostid saadaan arvio

£t x1) — £, x)[| <Y Ifult.x1) = frlt,x)| = Y [V filt,sp) - (x1 — %) <

k=1 k=1
SOV ltsi)llx = xell < (32 M) 1x1 = o]l
k=1 k=1
Lip-vakioksi M = My kelpaa siten M = >"7 | M. O
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Theorem 5.3 (Lokaali OY-lause 1.kl. systeemeille). Olkoon D C E C R™", jossa D on
alue. Olkoon funktio £ : E — R" alueessa D jatkuva, ja toteuttakoon se siind lokaalin
Lipschitz-ehdon muuttujan x osalta. Olkoon (to,xg) € D.

(a) Tdlloin on olemassa sellainen 6 > 0, ettd alkuarvotehtivdlli (5.7-8)=(5.5-6),

x(t) = £(t,x(t), x(to) = xo,
on ratkaisu x : I — R™ wvalilla I =[tg — d,to + J].
(b) Olkoot xy : I, — R", k = 1,2, kaksi AAT:n (5.7-8) ratkaisua, joiden kuvaajat kulkevat
D:ssd, ts. (t,xx(t)) € D kaikilla t € Iy, k = 1,2. Tdlldin

x1(t) = xo(t) kaikillat € I; N I5.

Proof. Lauseen 4.4 todistukseen ei tule oleellisia muutoksia. Ainoa hiukankin niakyvé ero
on ettd Picardin approksimaatioiksi saadaan integroimalla jono vektoriarvoisia funktioita.
Kyseisen jonon késittelyssi on hyotyéa seuraavasta integraalia koskevasta arviosta: Olkoon
a < b. Talloin

H/abf(t’x(t))dtu S/abe(t,x(t))Hdt. (5.9)

Kun soveltaa tété, kaikki muu menee kuten ennenkin. O

Lauseiden 4.5-7 vastineet, Maksimaaliratkaisu, OY-lauseen globaali muoto ja Poistu-
mislause, patevit myos 1.kl. systeemeille. On ehké jo tédssd vaiheessa syytd huomauttaa,
etté lineaarinen 1.kl. systeemi toteuttaa OY-lauseen globaalin muodon ehdot, jos kerroin-
funktiot ovat jatkuvia (kts. lemman 5.2 todistus). Asiaan palataan.

5.2 Korkeamman kertaluvun skalaariyhtilon palautus 1.kl. systeemiksi

Esimerkki 5.3. Lineaarinen 2.kl. DY

y' +p(x)y + q(x)y = r(x)

palautuu sijoituksella

za(r) =y(z) ja z() =y (2)

kokoa 2 x 2 olevaksi lineaariseksi 1.kl. systeemiksi

21(x) = 2(x)

z(@) =y'(x) = —py' — qy+r = —p(x)22(z) - q(x)2(z) + r(2).

Kun viela merkitaan

0

o) = |20 eret @ = |0 | e® i b= [0

) | er,

saatu systeemi voidaan kirjoittaa matriisiesityksena
7 () = A(z)z(z) + b(x).
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Yleisesti kertalukua n oleva (normaalimuotoinen) DY

y(n) - f(l', Y, y/7 e 7y(n—1)) (510>
palautuu sijoituksella
z1(z) = y(z)
2(z) =y(z)
(5.11)

2n(w) =y D (2)

yhtépitaviksi, kokoa n x n olevaksi normaalimuotoiseksi 1.kl. systeemiksi

(5.12)

() = zn(2)

Zn(x) = [z, 21(2), 22(2), - -+, 20(2)).

Ennen kuin varsinaisesti jatketaan, palautetaan mieleen muutama matriisilaskennan
sdanto: Reaalinen m X nm-matriisi A, merkitdan A € R™*" on kerroinkaavio

aip 0 Qip
A:(aij)_ ooty e €R

m1 = Qmp

Jos A, B € R™*™ (sama tyyppi) ja A € R, niin

A+ B= ((Iij + bZ]) e R™*" ja M = ()\az’j) c R™mx"

Jos A € R™*? ja B € RP*" (joissa p = A:n sarakkeet = B:n rivit), ne voidaan kertoa
jérjestyksessid AB, ja saadaan AB € R™*",

(AB) (Z,j) = Zaikbkj.

Aina kun summat ja tulot on maéritelty, pitevit laskulait

A(B+C)=AB+ AC (osittelulaki)
(B+C)A=BA+CA (osittelulaki)
A(BC) = (AB)C  (liitantalaki)
AMB = (M)B = A(AB) (liitantalaki) ja
AT = TA = A,
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jossa

01 - 0
I=1I,=|. | erm

on identtinen nelidmatriisi (matriisien ykkonen). Huomaa ettd tulon vaihdantalaki ei
yleensé pade, vaan tavallisesti AB # BA.

Esimerkki 5.4. Olkoot

Silloin

0 1 0 -1
a0 [ ] =na
Neliomatriisi A € R™" on sddnndllinen jos silld on kddnteismatriisi A~ € R™™ joka
toteuttaa yhtilon AA~' = A'A = [,. Luvussa 3 esitetyn lemman 3.6 yleistys pétee

kaikille neliomatriiseille. Erityisesti matriisi A € R™"*" on sdannéllinen tasan silloin kun
det A # 0.

Jatketaan systeemiksi palauttamista. Jos skalaariyhtdlo (5.10) on lineaarinen eli se on
muotoa

y™ 4 an(@)y" Y 4t as(2)y + ar(2)y = b(w), (5.13)
niin palautussysteemin (5.12) viimeinen yht#lo kuuluu (muut sdilyviét)
2 (1) = — Z ag(x)zp(z) + b(x).
k=1

Siten lineaarinen skalaariyhtélo palautuu lineaariseksi systeemiksi, ja tdmé voidaan mat-
riisimerkinnéin

0 1 0 0 0
z1(x) 0 0 1 0 ‘
zx)=| |, Al@)=| i |, bl@)= (:)
Zn () 0 0 0 e 1 b(z)
|—a(7) —ax(x) —as(r) - —an(T)]
(5.14)
kirjoittaa tiiviissd muodossa (kuten tehtiin esimerkissé 5.3)
z'(z) = A(z)z(z) + b(x). (5.15)

Systeemiksi palauttamisen kautta, ensimmaéisen kertaluvun systeemin lauseista (alaluku
5.1), saadaan vastaavat mielivaltaisen kertaluvun skalaaridifferentiaaliyhtélon OY-lauseet.
Erityisesti lauseen 5.3 vastine - jota ei tisséa kirjoiteta yksityiskohtaisesti - takaa normaali-
muotoista yht#loa (5.10) koskevalle AAT:1le lokaalin ratkaisun ja tdmén yksikasitteisyyden
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(globaalisti). Siind riittdé ettd nyt skalaariarvoinen f(z, 21, - - , z,) toteuttaa lokaalin Lip-
ehdon muuttujan z = (z1,--- ,2,) osalta (suora muunnos mééritelmésta 5.1), ja tdhén
taas riittda jatkuvat osittaisderivaatat z:n suhteen. Lisiksi alkuehdossa annetaan arvot
y(20), 9 (20), - -,y (x0), miki vastaa palautussysteemin alkuehtoa (5.8), annettua ar-
voa z(zy).

Koska lineaarinen yht#lo (5.13) palautuu lineaariseksi 1.k1. systeemiksi (5.15), ja tamé
toteuttaa OY-lauseen globaalin muodon ehdot vélillda I C R, jos kerroinfunktiot A(z) ja
b(x) ovat jatkuvia kyseiselld vililla (kts. lause 5.5), niin néissd olosuhteissa lineaarista
yhtélod (5.13) koskevalla AAT:114 on globaali, yksikésitteisesti méérétty ratkaisu y : I —
R. Kirjataan asia lauseeksi, joka samalla yleistdé lauseen 3.3 kaikkiin kertalukuihin:

Theorem 5.4 (Lineaarisen skalaariDY:m OY-lause). Olkoon I vdli R:ssd. Oletetaan ettd
kerroinfunktiot ap(x), k = 1,--- n, ja b(x) ovat jatkwvia vdlilld I ja xo € I. Olkoot
Yo, Y1, Yn_1 mielivaltaisia reaalilukuja. Tdlloin lineaarisella AAT:Ild

Ly = 4" +a,(2)y" D+ Fag(@)y +ar(@)y = b(x),  y(ro) = o, -y (20) = Y1,

(5.16)
on koko vdlilla I ratkaisuy : I — R. Kaikki muut I:n osavdleilld annetut kyseisen AAT:n
ratkaisut ovat tdmdn rajoittumia.

5.3 Lineaariset 1.kl. systeemit

Kokoa n x n oleva lineaarinen 1.kl. systeemi (EHS) on muotoa

x(t) = A(t)x(t) + b(t), (5.17)
jossa kerroinfunktiot ovat
0,11(t) alg(t) aln(t) bl(t)
A = () = |1 20 O g 2 |20 | crear
ap1(t)  ana(t) -+ apn(t) b, ()
(5.18)

Yleensd ne oletetaan jatkuviksi. Vastaava homogeenisysteemi (HS) on

x(t) = A(t)x(t). (5.19)

Theorem 5.5 (Lineaarisen 1.kl. systeemin OY-lause). Olkoon I vdli R:ssd. Oletetaan ettd
kerroinfunktiot A(t), eli a;j(t):t, ja b(t) ovat jatkuvia vililli I ja to € I. Olkoon x, € R"
mielivaltainen. Tdlloin lineaarisella AAT:1ld

x(t) = A(t)x(t) + b(t), x(ty) = xo, (5.20)

on koko valilla I ratkaisu x : I — R"™. Kaikki muut I:n osavdileilld annetut AAT:n (5.20)
ratkaisut ovat tdmdn rajoittumaia.

Proof. Olkoon [a,b] kompakti vili I:ssd. Sovelletaan OY-lauseen globaalia muotoa, ja
sithen riittdd osoittaa ettd funktio f(t,x) = A(t)x + b(t) on suorakaiteessa [a,b] x R"
tasaisesti Lip-jatkuva muuttujan x suhteen. Olkoot (¢,%;) ja (¢,Xs) € [a,b] x R™. Téalloin
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I1£(2,%1) = £(2,%2)|| = [[A(6) (1 — x2)|| < [JA@)][[Ix1 = %2,

joten Lip-vakioksi kelpaa M = maxX;c[qp ||A(t)H < 00, joka on olemassa jatkuvuuden
perusteella. O

Lineaarinen 1.kl. systeemi méérittelee lineaarisen operaattorin L,

Lx =% — A(t)x. (5.21)

Sita kayttden esimerkiksi HS (5.19) voidaan kirjoittaa Lx = 0. Olkoot x;, Xy derivoituvia
funktioita ja ¢, ¢y vakioita. Lyhyelld laskulla nihd&én (matriisilla kertomisen sdannot)
ettd operaattori L toteuttaa lineaarisuusehdon

L(c1xq + cox3) = 1 Lx1 + coLxs.

Siten pétee superpositioperiaate. Jos esimerkiksi x; ja xo ovat HS:n (5.19) ratkaisuja, niin
my0s funktio x = ¢;X; + coXo on sen ratkaisu. Ylipadtadn patevit vastaavat tulokset kuin
alaluvuissa 3.1-2; kummassakin lineaarisuus jyll&a.

Definition 5.6. Jono (x(t),---,%,(t)) vektorifunktiota on homogeenisysteemin (5.19)
perusjdrjestelmd valilla I, jos

(1) funktiot xx(t) ovat HS:n (5.19) ratkaisuja valilla I, k =1, ,n,

(2) jokainen sen ratkaisu x(t¢) vélilld I voidaan kirjoittaa lineaarikombinaationa

x(t) = exy(t) + -+ enXn(t), €R, k=1,---,n. (5.22)

Vektoriarvoiset funktiot x,(t) méérittelevit sarake sarakkeelta matriisifunktion

i (t) o0 wia(t)
X(t) =[x = . | eR™
Tpa(t) oo zpa(t)
Merkitédan vield ¢ = (¢, -+, ¢,). Talloin summa (5.22) voidaan kirjoittaa matriisimuo-

dossa x(t) = X (t)c, c € R"™. Perusjérjestelméjonosta muodostettua matriisifunktiota X (¢)
kutsutaan HS:n (5.19) perusmatriisiksi (pm.) kyseiselld vélilld 1.

Theorem 5.7. Jos matriisifunktio A(t) on jatkuva vdlilla I C R, homogeenisysteemilld
(5.19), x(t) = A(t)x(t), on perusjdrjestelmd vdililla 1.

Proof. Samoin kuin lause 3.5; nyt vain kiytetdin OY-lausetta 5.5. O
Definition 5.8. Vektoriarvoisten funktioiden x; : I — R", k = 1,--- ,n, Wronskin
determinantti on funktio W(xy, -+ ,x,): I — R,
l'll(t) s $1n(t)
W(xy, %) () =det X(£) = | 1 - 1 | (5.23)
Tp1(t) o Tpn(t)
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Esimerkki 5.5. Olkoot ¢y : I — R, k = 1,2, 2.kl. homogeeniyht&lon

E(t) + p(t)(t) + q(t)x(t) = 0

ratkaisuja. Luvussa kolme niiden Wronskin determinantiksi méaériteltiin funktio

Pu(t)  Pa(t)
o1(t)  da(t)

Palautetaan skalaariyhtdlo 1.kl. systeemiksi. Téastékin tulee lineaarinen, peréti ho-
mogeeninen: Merkitddn x1(t) = z(t), xo(t) = () ja x(t) = (z1(t), z2(t)), jolloin saadaan
yhtapitava systeemi (pari)

W(¢1, ¢2)(t) =

.Tl(t) = .Tz(t)
By(t) = —pi — qr = —p(t)22(t) — q(t)z1()

eli

Tilla systeemilld on vastaavasti ratkaisut x(t) = ((bk(t), ¢k(t)), k = 1,2, janiiden Wrons-
kin determinatti on mééaritelméan 5.8 mukaan

P1(t)  ¢a(t)
¢1(t) ¢2(1)
Siispd nyt annettu Wronskin determinantin mééritelmé tangeeraa luvussa kolme annetun
madritelmén kanssa.

W(x1,%2)(t) =

RSO}

Theorem 5.9. Olkoon matriisifunktio A(t) : I — R™ ™ jatkuva valilld I, ja olkoot vek-
torifunktiot x, : I — R", k = 1,--- ,n, homogeenisysteemin (5.19), x(t) = A(t)x(t),
ratkaisuja. Ne muodostavat kyseisen systeemin perusjdirjestelmdn vdlilld I tasan silloin,
kun W(xy,- -+ ,%,)(to) # 0 jossakin pisteessd to € 1.

Proof. Samoin kuin lause 3.8; nyt vain kiytetddn OY-lausetta 5.5 ja lemman 3.6 yleistysta
n X n-neliomatriiseihin. O

Corollary 5.10. Samat oletukset kuin edellisessd lauseessa. Talldin pdtee joko

W (x1,-+,%,)(t) # 0 kaikillat € I (kun (x1,- -+ ,%,) on pj.)

5.24
tai W(xy,- -+ ,X,)(t) =0 kaikillat € I (kun (x1,--- ,X,) €i ole pj.). (5.24)

Esimerkki 5.6. Osoitetaan etta vektorifunktiot

1 —1 0
x(t)=e* [1|, x(t)=e'|0 ja x3(t)=e "] 1
1 1 —1

muodostavat valilla I = R perusjirjestelmin HS:1le
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x(t) = Ax(t), A=

—_
_ o =
O = =

Ensin ne on osoitettava ratkaisuiksi. Esimerkiksi

1 11
X3(t) = —e " | 1 ja Axz(t)=e |1 0 1 1| =e|=1| =%3(t).
-1 110

Kaksi muuta funktiota ndhdéaéan ratkaisuiksi vastaavalla tavalla.
Lauseen 5.9 perusteella riittédé laskea lopuksi Wronski vaikka pisteesséd ¢t = 0. Saadaan

1 -1 0
W(x1,%2,%x3)(0)=1]1 0 1]|=1x
1 1 -1

0 1

i — 340,

1 1
'+1>x<1 1

ol

11

5.4 Vakiokertoimiset 1.kl. homogeenisysteemit

Merkitddn R™:n origoa (0,0, ---,0) lyhyesti 0. Tulevia tarkasteluja on syytd verrata
vakiokertoimisten 2.kl. homogeeniyhtéloiden késittelyyn alaluvussa 3.3. Samankaltaisuus
ei ole sattuma.

Esimerkki 5.7. Ratkaistaan seuraava vakiokertoiminen homogeenisysteemi eliminoin-
tikeinolla:

o(t) = 4a(t) — 4z(t) (la)
g(t) = dy(t) — 22(t) (1b)
2(t) = —2x(t) — dy(t) + 4z(1). (1c)

Derivoidaan (1a) ja korvataan derivaatat ¢ ja 2 yhtdloiden (1b) ja (1c) mukaisesti. Saadaan

(la) = & =41 — 42 = 44 + 8z + 16y — 16z & & — 44 — 8z = 16y — 16z, (2)

Toisen kerran. Saadaan

(2) = ¥ — 43 — 8% = 16y — 162 = 62y — 322 + 32z + 64y — 642

3
e 2® — 45 — 8i — 32z = 128y — 962. ()

Systeemi (1) ratkaistaan sen kanssa yhtdpitdvdsta systeemisti (1a), (2), (3), johon on
paddytty derivoimalla yhtdlod (1a)! Ratkaistaan ensin y ja z parista (la), (2):

4z = —& + 4z (la)
16y — 162 = & — 4i — 8z.  (2)
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Saadaan

1 1
y:1—6(i—8x'+8x), z:—zx'qu. (4)

Sijoitetaan ndmé yhtéloon (3), jolloin z:lle saadaan 3.kl. vakiokertoiminen HY

2®) 45 — 8 — 322 = 8i — 64 + 642 + 244 — 962
= @) — 125 + 324 = 0.

Sen karakteristinen yhtalo on

1P =127 4 32r =r(r’ —12r +32) =0 =0, 1y =4, r3 =8

Siten (5):n yleinen ratkaisu on (huomaa, ettd e™* = 1)

at 8t
x(t) = c1 + €™ + 3™, ,c9,c3 €ER.

Funktiot y ja z saadaan sitten (4):sté:

1 1 1
y(t) = 501 — 5026“ + 503681:,

2(t) = ¢; — cze™.

Siten systeemin (1) yleinen ratkaisu on
(1) 2 2 2
yt)| =c1 |1| e | 1| +3e® | 1|, c1,00,05 ER,
2(t) 2 0 -2

Systeemilld (1) on vakioratkaisu z(t) = y(t) = z(t) = 0 (kuten kaikilla homogeenisys-
teemeilld), tasapainotila. Tarkastellaan hieman ratkaisujen dynamiikkaa. Kaikilla ¢y, ¢o, c3 €
R, joilla ¢y # 0 tai c3 # 0, selvisti pétee

[(z(t),y(t), z(t))]| = \/1’(15)2 +y(t)?2 + 2(t)? - oo, kunt — co.

Siis ratkaisu loittonee O:sta, vaikka olisikin alun perin ldhelld. Sanotaan, ettd tasapainotila
x(t) = y(t) = z(t) = 0 on epdstabiili.

Vakiokertoimisten homogeenisten systeemien jérjestelméllinen ratkaisumenetelmé on
matriisikeino. Siind tarvitaan neliomatriisin ominaisarvoja ja ominaisvektoreita. Olkoon
A € R™". Silloin A € R (tai € C) on sen ominaisarvo, jos on olemassa sellainen u € R”
(tai € C"), u # 0, ettd

Au = Au. (5.25)

Vektoria u kutsutaan ominaisarvoa \ vastaavaksi ominaisvektoriksi. Ne kaikki (liséttyna
0:1la) muodostavat R™:n vektorialiavaruuden, nk. ominaisavaruuden. TAmé seuraa matrii-
silla kertomisen lineaarisuudesta.

Etté (5.25) toteutuu vektorilla u # 0, on yhtépitédvad kunkin seuraavan kohdan kanssa:
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(a) Matriisi A — AI ei méaérittele lineaarista injektiota R™ — R™.
(b) Matriisi A — AI ei ole sdannollinen.
(c) det (A —XI) = 0.

Determinanttiehto (c) antaa A:lle astetta n olevan polynomiyhtdlon, miki tarjoaa
kaytannon keinon laskea A:n ominaisarvot ja -vektorit. Siispd n x n-matriisilla A on n om-
inaisarvoa kompleksiluvuissa, jos kyseisen yhtéalon juurten kertaluku otetaan huomioon.
Periaatteessa yhdenkéén ei tarvitse olla reaalinen.

Esimerkki 5.8. Olkoon

_ 2 -3 2x2
Ao e

Silloin

ozolet(A—M):‘z_A -3

1 —2-2)
=4+ N +3=MN-1& )=+l

——@- NN - (e

A = 1: Silloin u € R? on vastaava ominaisvektori

sAu=lus (A-\N)u=0s S L
1 —3 U9
3
<:>u1—3uQ:O(:>u:sL], s € R.

Siis yksiulotteinen ominaisavaruus.

A = —1: Silloin ominaisvektorille saadaan yhtalo
3 -3 uy| o . 1
@[1 _1} |:u2:|—0<1;>U]__U/2—O¢>u—S|:1:|, s € R.

Tarkastelun kohde on vakiokertoiminen homogeenisysteemi

x(t) = Ax(t), (5.26)
jossa x on siis haettu vektorifunktio ja A € R™*™ on annettu vakioinen kerroinmatriisi.
Ratkaistaan yhtalo yritteelld (vrt. alaluku 3.3)

x(t) = eMu, (5.27)
jossa yleisimmilldsn A € C ja u € C* \ {0}, kumpikin vakioita. Talloin x(t) = AeMu ja

x = Ax & \eMu = eMAu  kaikilla t & Au = \u.

Johtopéa&tos: Funktio (5.27) on systeemin (5.26) ratkaisu tasan silloin kun A on matriisin
A ominaisarvo ja u on sitd vastaava ominaisvektori.
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Definition 5.11. Vektorien uy, -« ,u; € R™ (tai € C"), k < n, jono on vapaa eli vektorit
ovat lineaarisesti ritppumattomat, jos vektoriyhtalolla

ciuy + -+ cu, =0 (5.28)
on vain triviaaliratkaisu ¢; = --- = ¢, = 0.
Theorem 5.12. Olkoot Ay, --- , \, matritsin A € R™™"™ ominaisarvot, ja olkootuy,--- ju,

vastaavia ominaisvektoreita. Oletetaan ettd ominaisarvot i, ja -vektorit uy ovat reaalisia,
ja vektorit lisdksi lineaarisesti ritppumattomia . Tdalloin
(6)\1t1117 L. 7€>\niflln)

on homogeenisysteemin (5.20) perusjirjestelmd R:ssd.

Proof. Jo tiedetdin ettdi funktiot e*'uy, k = 1,--- ,n, ovat systeemin (5.26) ratkaisuja.
Riittaa laskea niiden Wronskin determinantti. Koska

n Uyp +++ Uin C1
k=1

Upy ° Upn Cn

ja oletuksen mukaan talla yhtalolla on vain triviaaliratkaisu, esiintyva matriisi on séén-
noéllinen, ja siten sen determinantti on # 0. Siten

U - Uip

Viite seuraa nyt lauseesta 5.9. O]

Esimerkki 5.9. Ratkaistaan homogeenisysteemi
X = Ax = E :g} X,

jossa matriisi A on kuten esimerkissé (5.8). Ominaisarvoiksi ja vastaaviksi ominaisvekto-
reiksi saatiin \; = 1, Ay = —1, u; = [3 1]T ja uy = [1 1]7. Koska

31
1 1“27&0’

w w| =

vektorit u; ja up ovat lineaarisesti riippumattomia. Siten edellisen lauseen nojalla pari

(Bl b))

on homogeenisysteemin pj. Stabiilisuudesta: tasapainotila x(¢) = 0 on epéstabiili.

Aina ei edellinen lause tarjoa (5.26):n perusjirjestelmad, silla matriisilla A € R™"
ei tarvitse olla n:44 lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria. Esitetdédn asiasta pari
aputulosta, mutta sitd ennen esimerkki.
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Esimerkki 5.10. Lasketaan ominaisarvot ja -vektorit, kun

o 1 1 2X2
A_[_l 3} € R“*4.

Ominaisarvot:

det(A — AT) = ‘1” L

— )2 _ — —
- B_A‘_A IM+d=0sr=2

Ominaisvektorit:

-1 1 1

0=(A—A)u= N i tw=0su=s , seR.
-1 1 U9 1

Ominaisavaruuden dimensio on yksi, ja siten ei ole kahta lineaarisesti riippumatonta omi-

naisvektoria. Kuitenkin n = 2. Funktio ¢*[1 1]T on kylli matriisia vastaavan systeemin

(5.26) eriis ratkaisu.

Lemma 5.13. Jos matriisin A € R™™ ominaisarvot A1, ,\x € R (tai € C), k < n,
ovat erilliset, niitd vastaavat ominaisvektorit uy, - -+ ,u, € R™ (tai € C") ovat lineaarisesti
rippumattomsia.

Proof. Todistus induktiolla k:n suhteen. Jos £ = 1, asia on sevé, silla ominaisvektorina
u; # 0, ja siten cyu; = 0 = ¢; = 0. Oletetaan, ettd viite pétee jollakin k& < n. Tarkastel-
laan siis indeksid k& 4 1 ja vektoriyhtédlod

k+1

E cu; = 0.
=1

Koska u;:t ovat ominaisarvoihin \; liittyvid omimaisvektoreita, kertomalla yht&lé matrii-
silla A saadaan yht&lo

k+1 k+1

0= Z ciAuZ- = Z Aiciui.
=1 i=1

Kertomalla edellinen luvulla —Axy; ja laskemalla jalkimméisen kanssa yhteen saadaan

k

Z(Ai - )\k—l—l)ciui =0,

i=1
joten induktio-oletuksen mukaan (A; — Ag11)c; = 0 kaikilla 1 <4 < k. Koska ominaisarvot
ovat erilliset, ts. \; # Agyq kaikilla 1 < ¢ < k, niin ¢; = 0 kaikilla 1 < ¢ < k. Sijoitetaan
ndmé arvot ensimmaéiseen yhtéloon, jolloin saadaan cxiiugi; = 0 = cxyp; = 0. Siten
kyseisella yhtélolla on vain triviaaliratkaisu ¢; = -+ = cxy1 = 0, ja induktiotodistus on
valmis. O

Esimerkki 5.11. Ratkaistaan homogeenisysteemi

1 2 -1
x=Ax= 1|1 O 1 [x
4 —4 5



Ominaisarvot:

I-x 2 -1

det(A—X)=| 1 - 1 :(1—>\)‘
4 -4 5-A

(1=NN=5A+4)+21 =X =1=XN =51 +6) =0\ =1, =2, )3 = 3.

—-A 1
—4 5-A

11 1 -\
=2 st

Ominaisvektorit: A = 1. Talloin

0 2 1| |w 2uy — ug =0
O=(A—-X)u=|1 -1 1 us | & < up — ug + us =0
4 =4 4] |us (duy — duy + dus = 0)
Uy = —S —1
S QU = Su=s|1|, seR
us =28
A = 2. Talloin
-1 2 —1] [uy —uy +2uy —uzg =0
OZ(A—)\I)UZ 1 -2 1 U | <= (u1—2u2+u3 :0)
4 -4 3 us duy — 4us + 3ug =0
Uy = —2s8 -9
SQu =s Su=s|1]|, seR
us =4s 4
A = 3. Talloin
-2 2 —17 [y —2uy + 2uy —ug =
O:(A—/\I)u: 1 -3 1 Uo | = U1—3U2—|—U3 =0
4 -4 2 us (4U1 —4duy +2uz = 0)
Uy = =S —1
Suy =s Su=s| 1|, selR.
us =4s 4

Siten lemman 5.13 ja lauseen 5.12 nojalla homogeenisysteemilld on pj.

-1 -2 -1
(et L, 1],e]1 )
2 4 4
Jos haluaa, voi riippumattomuuden tarkistaa laskemalla Wronskin:

-1 -2 -1
u; Uy Uz = 1 1 1 7é0
2 4 4
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Talldkin kertaa tasapainotila x(¢) = 0 on epéstabiili.

Neliomatriisi A € R™™ on symmetrinen, jos AT = A.

Lemma 5.14. Jos matriisi A € R™™ on symmetrinen, sen ominaisarvot ovat reaaliset
ja silld on n lineaarisesti risppumatonta, reaalista ominaisvektoria.

Proof. Kurssi Lineaarialgebra ja matriisilaskenta I. O]

Esimerkki 5.12. Ratkaistaan homogeenisysteemi

1 -2 2
x=Ax=|-2 1 2|x
2 2 1
Matriisi A on symmetrinen.
Ominaisarvot:
1—X =2 2
det(A—X)=] -2 1-X 2 :(1—>\)’1;>\ 1EA‘+2'_22 13A'+
2 2 1—A
-2 1—-A 3 .
2 5 5 =(1=-XA)"—=41-XN)—4(1—-X)—-8—-8—4(1—X) (sijr=1-X) =

P —12r =16 =0 r = —2,79 = 4,73 = —2 & \; = 3 (kaksinkertainen), Ay = —3.

Ominaisvektorit: A = 3. Talloin

-2 -2 2 Uq
OI(A—)\I)UI -2 =2 2 Ug | < —2u; — 2us + 2u3 =0
2 2 —9| |us

Uy = -—r—+s —1] 1
SQuy =r Su=7r|1|+s|0] =ru;+suy, 1rsekR
us =§ O_ 1
A = —3. Télloin
4 =2 2] [wy 2up —ug +uz =0
OZ(A—)\I)UZ -2 4 2 Ug | = —u1+2u2—|—U3 =0«
Uy = —=S —1
U1+U2+2U3 =0
Suy =—-s&u=s|—1| =sus, seR.
3UQ—|-3U3 =0 1
us =S

Selvésti ominaisvektorit u;, us ja uz ovat lineaarisesti riippumattomia, silla

-1 1 -1
u; Uy Uz = 1 0 —1 :—3%0
0 1 1
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Siten lauseen 5.12 nojalla homogeenisysteemilld on pj.

-1 1 -1
(e3t 1], |of,e3 -1 )
0 1 1

Puututaan seuraavaksi kompleksisiin ominaisarvoihin, joita voi siis tulla vastaan epé-
symmetrisen reaalimatriisin tapauksessa. Olkoon A € R"*", ja olkoot A\; = o +if3 sekd
A=A\ =a—1if, B # 0, sen kompleksisia ominaisarvoja. T&ll6in

Au=\u & At = )i & Al = M.
Siten ominaisarvojen liittolukuparia A;, Ao vastaa toisistaan konjugoidut ominaisvektorit

u; = a+ibjauy =1u; =a—ib e C" joissa a,b € R"\ {0}, silld § # 0. Homogeenisys-
teemilld x = Ax on siten kompleksiarvoiset ratkaisut

wi(t) = eMfuy = e™(cos Bt + isin ft)(a + ib)
= ™ ((a cos 5t — bsin ft) + i(asin §t + b cos ﬁt)),
ws(t) = eM'uy = e (cos Bt — isin ft)(a — ib)

= ¢ ((acos Bt — bsin 8t) — i(asin 8t + bcos ft)),

joista lineaarisuutta soveltaen saadaan reaaliratkaisut

x1(t) = %(wl(t) + ws(t)) = e (acos ft — bsin (t),

1

. (5.29)
- .

X3 (1) (w1(t) — wo(t)) = e*(asin Bt + b cos (t)
Theorem 5.15. Olkoon matriisilla A € R™ "™ ominaisarvot \y = a+i( ja Ay = a—1if €
C, B # 0, ja olkoot niitd vastaavat ominaisvektorit u; = a+ib sekd uy = a—ib € C". Til-
loin homogeenisysteemilli (5.26), x(t) = Ax(t), on reaaliratkaisut (5.29). Olkoot lisiksi
muiden ominaisarvojen ja -vektorien mddrittelemdt, keskenddn rippumattomat ratkaisut
xi(t), k > 3. Tdlloin vectorit x;(0), k > 1, ovat lineaarisesti risppumattomia keskenddn.

Proof. Edelld jo selvisi etté funktiot (5.29) ovat HS:n reaaliratkaisuja. Todistetaan viel&
riippumattomuus. Tarkastellaan lineaarikombinaatiota

c1x1(0) + c2x2(0) + Z X (0) = %(cl —ico)w1(0) + %(cl + icy)wo(0) + Z Xk (0) = 0.

Lemman 5.13 nojalla saadaan ¢; —ica = ¢ +ico = 0 < ¢; = ¢ = 0 (jos useampi
xx(0) = ug, k > 3, vastaa samaa ominaisarvoa, niiden lineaarikombinaatio liittyy ky-
seiseen ominaisarvoon ja on siten nolla). Vastaavasti ¢, = 0 kaikilla & > 3. 0

Esimerkki 5.13. Ratkaistaan homogeenisysteemi

-1 2

x(t) = Ax(t) = {_1 _3} x(t).

74



Ominaisarvot:

—1-A 2
-1 —-3-A

—4++/—4
‘:)\2+4)\+5:0<:>)\:—V=—2ii€©

det(A — \I) = ' 5

Siis edelld kédytetyin merkinndin o« = —2 ja f = 1 # 0. Ominaisvektorit: Valitaan A\ =
—2 + 1, jolloin

i 1—3 Uy =0
Oz(A—M)u:[l vz ] M@ (L=ijurt 20 =0 2, — 0
-1 —1—1] |u up+ (1+iuy =0

of 0 e [{] ). ven

Siis a = [—1 1]7 ja b = [1 0]7. Lauseen 5.15 mukaan HS:lI4 on ratkaisut

x,(t) = th(cost {_11] —sint H ) ja X(t) =e % (sint {_11} + cost H )

ja vektorit x1(0) seké x5(0) ovat liséksi lineaarisesti riippumattomia. Siten

= —1#0.

W (x1,%2)(0) = [%1(0) x2(0)| = ‘_1 1’

1 0

Lauseen 5.9 perusteella funktiopari (x;(t),x2(t)) on HSm pj.

Lukija on varmaan tullut huomanneeksi ettd edelld esitetty matriisikeino jad hie-
man vajaaksi epadsymmetrisissd matriiseissa: niissé ominaisarvoista ja -vektoreista ei aina
saada aikaiseksi homogeenisysteemin (5.26) perusjirjestelmaé. Kyseistd keinoa voidaan
kuitenkin kehittédd, ja osoittautuu ettd haluttu perusjérjestelmé syntyy aina ominaisar-
voista ja nk. yleistetyistd ominaisvektoreista; vektori u # 0 on téllainen, matriisiin A ja
sen ominaisarvoon A liittyvi, jos jollakin kokonaisluvulla k > 1 pitee (A — M )*u = 0.
Erityisesti ominaisvektorit ovat myos yleistettyjd ominaisvektoreita (joilla k& = 1). Ky-
seisen teorian kehittelyssd on jotain matematiikalle tyypillistd, ja niin opettavaista etta
perusideat ansaitsevat tulla lyhyesti esitellyiksi.

Ajatellaanpa systeemin (5.26) skalaarivastinetta, yhtaloa &(t) = ax(t), jossa a € R on
vakio. Téamén DY:n yleinen ratkaisuhan on z(t) = Ce™, C' € R. Olisiko systeemin (5.26)
yleinen ratkaisu vastaavasti x(t) = e“’c, c € R", siis e* systeemin perusmatriisi? Ja mité
talld matriisipotenssilla tarkoitetaan? No onhan se kun potenssi mééritelladn sopivasti.
Eksponenttifunktion e Taylorin kehitelmé on e = > (at)*/k!. Siis mééritelldsin

(At)”

At _ o (At)* _ (At)?
e _kZ = A
=0

3!

+. e RV (5.30)

Sarja suppenee kaikilla ¢ € R n x n-matriisien avaruudessa, joka on varustettu (jollain)
matriisinormilla (kurssi Topologia I tai Funktioanalyysi I). Erityisesti e? = I. Nopeasti
nahdéan etta
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deAt At
i Ae™,
siis matriisifunktio e?! toteuttaa matriisidifferentiaaliyhilon X (t) = AX, mikd merkit-
see ettd sarakkeet toteuttavat systeemin (5.26). Lisdksi sarakkeiden Wronski nollassa on
det I = 1 # 0, joten lauseen 5.9 perusteella (5.30) on todella systeemin (5.26) pm. Adret-
toména summana se ei ole kuitenkaan télle kovin kdytéannollinen esitys.
Helposti nihddén (sarjojen kertominen) etta

At ALt G(A=ADE _ AT (A=MDE _ At

At — A-AD)t

e(

Olkoon A luku ja u vektori. T#lloin, koska e on pm., vektorifunktio

tk
x(t) = ettu = eMeA Mty = (u +t(A=ADu+---+ E(A —ADFu + - )

on systeemin (5.26) ratkaisu, jolla x(0) = u.
Olkoon matriisin A karakteristinen polynomi

p(A) = det(A — AI) = (A — A)™ - (A — \;)™,

jossa \;:t ovat eri ominaisarvot ja m;:t ndiden kertaluvut, n = m;+- - -+m;. Voidaan osoit-
taa ettd ominaisarvoon \; liittyy m; lineaarisesti riippumatonta yleistettyd ominaisvek-
toria, ja ettd myos koko n:n yleistetyn ominaisvektorin joukko on vapaa. Lisdksi, jos u
liittyy omimaisarvoon A;, niin

(A= NI)"u=0. (5.31)

Siis n lineaarisesti riippumatonta yleistettyd ominaisvektoria saadaan yhtaloista (5.31),
1=1,---,7, ja vastaavat vektorifunktiot, déarelliset summat

tmifl

x(t) = M= M (Wt HA = ADut -+ A=) (532)

muodostavat lauseen 5.9 nojalla perusjirjestelmén homogeenisysteemille (5.26), kaikissa
matriisitapauksissa. Lisédé tietoa asiasta 10ytyy esimerkiksi kirjasta Nagle, Saff, Snider:
Fundamentals of Differential Equations. On my6s syytd muistaa ettd systeemi (5.26) on
aina yhtépitava erddn n.kl. vakiokertoimisen homogeeniyhtélon kanssa (eliminointi).

5.5 Epdhomogeeniset lineaariset 1.kl. systeemit

Luvun lopuksi tutkitaan lineaarista epihomogeenisysteemid (EHS)

x(t) = A(t)x(t) + £(t), (5.33)

jossa funktiot A(t) € R™*" ja f(t) € R™ ovat annettuja. Vastaava HS on x(t) = A(t)x(?).
Siis kyse on uudestaan systeemeista (5.17) ja (5.19).

Theorem 5.16. Olkoon x,(t) EHS:n (5.33) yksittdiratkaisu, ja olkoon vastaavan HS:n
perusjdarjestelmad (x1(t), -+ ,x,(t)). Talloin EHS:n (5.33) yleinen ratkaisu on
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X<t) = Xp(t) + Z Ckxk(t)a Ci,° ", Cp S R, (534)
k=1

siis EHS:n yksittasratkaisu+HS:n yleinen ratkaisu. Itse asiassa saadaan kaikki ratkaisut.
Proof. Samoin kuin lause 1.11 luvussa 1. m

Etsitddn variointikeinolla EHS:lle (5.33) yksittéisratkaisu. Oletetaan ettd tunnetaan
vastaavan HS:n x(¢) = A(t)x(t) perusmatriisi

%11(15) cee $1n(t)
X(t)=[x(t)-x(®)] = | : . i | €eR™
Tpa(t) -+ zpn(t)
jossa siis sarakkeet xj(t) muodostavat pj:n HS:lle, ja siten tdmén yleinen ratkaisu on

n

x(t) =Y axp(t) = X(t)e, c=(c1,-+,¢,) ER™

k=1
Korvataan vakiot ¢ derivoituvilla funktioilla cx(t), k = 1,--- ,n, ja muodostetaan néista
vektorifunktio ¢(t) = (c1(t),- -+, ¢a(t)), jolloin saadaan yrite

x(t) =) e(t)x(t) = X (t)e(t). (5.35)

On helppo laskea auki, ja todeta ettd seuraava tuiki tavallinen derivoinnin tulosédanto
pétee myos matriisi- ja vektorifunktioille:

x(t) = X(t)c(t) + X (t)é(t).

Toisaalta perusmatriisi toteuttaa matriisififferentiaaliyhtélon

X(t) = A(D)X (),

koska tdmé pétee sarakkeittain. Siten kun yrite (5.35) sijoitetaan, saadaan
X(t) = A(t)x(t) + £(t) & X(t)e(t) + X (H)e(t) = AR X (t)e(t) + f(t) <
A X (t)e(t) + X (t)e(t) = A(t) X (t)c(t) + £(t) & X(t)e(t) = £(1).

Lauseen 5.10 mukaan kaikissa tarkasteluvalin pisteissa pétee

det X (t) = W(xq, -+ ,xp,)(t) #0,

joten jokaisessa pisteessd t on olemassa matriisin X (¢) kddnteismatriisi X (¢)~1 € R™*",
Lisiiksi matriisifunktio ¢ — X (#)~' on jatkuva, koska X () on sité, samoin oletuksen
mukaan f(¢). Saadaan

X()et) =f(t) e et) = X1t) 'f{t) < ct) = /X(t)lf(t) dt,
jossa integraali on todella olemassa jatkuvuuden perusteella. On saatu yksittaisratkaisu
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() = X(8) / X ()£ (1) dt, (5.36)

ja siten lauseen 5.16 nojalla EHS:n (5.33) yleinen ratkaisu on

x(t) = x,(t) + X(t)c, (vakio) c € R".

Ratkaisu niiyttdd helpolta, mutta kifinteismatriisin X (¢)~! laskeminen voi olla tyolisti,
samoin integrointi. Kédytdnnossa yksittédisratkaisu on helpompi etsid sopivalla suoralla
yritteelld, varsinkin kun systeemi on vakiokertoiminen, ts. A € R™" on vakiomatriisi.
Tarkastellaan asiaa muutaman esimerkin valossa.

Esimerkki 5.14. Ratkaistaan EHS

1 -2 2 -9 —9¢
x(t) = Ax(t) +£(t), A= |-2 1 2|, ft)=tg=t| 0 |=] 0
2 2 1 —18 —18t

Ratkaistaan vastaava HS %x(t) = Ax(t) ensin. Se on jo ratkaistu esimerkissd 5.12, ja sen
yleiseksi ratkaisuksi saatiin

1 —1 -1
xp(t) = c1€® |0 +ee® | 1| +eze™ | —=1|, ec1,c0,c3 €R.
1 0 1

EHS:n yksittdisratkaisu: Koska f(t) koostuu ensimméisen asteen polynomeista, sopiva
suoran yritteen muoto on

X(t) :ta+b7 a= (alaa2aa’3)7 b: (b17b27b3) GR?’v
jolloin x(t) = a, Ax(t) = tAa + Ab, ja saadaan (lineaarinen 6 x 6-yhtéloryhmé)

5 1
a=tAa+ Ab+tg kaikillat< Aa=-g, Ab=a<a=|2|, b= |0
4 2
Siten epidhomogeenisysteemilld on yksittdisratkaisu

x,(t) =ta+b=t|2| +

= DN Ot
N O =

ja sen yleinen ratkaisu on x(t) = x,(t) + x5(t).

Esimerkki 5.15. Muuten sama kuin edellinen, mutta

sint 0 0 1
f(t)y=| t | =t |1| + |0| +sint |0
1 0 1 0

Lineaarisuuden vuoksi sopiva yritteen muoto on
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x(t) =ta+b+csint +dcost, a,b,c,de R

Vastaavasti, jos

t? 1 0 0
fit)=|e | =t* [0] +e " 0] +€' |1},
et 0 1 0

sopiva yritteen muoto on
x(t) =t*’a+tb+c+e'd+e'h, a,b,c,d hecR
Esimerkki 5.16. Ratkaistaan seuraava systeemi varioimiskeinolla:

(1) = Ax(t) + £(8), A:[_O2 ﬂ £(t) = H

Ratkaistaan ensin vastaava HS x = Ax. Ominaisarvot:

det(A—M)=| > b o si2—0e =1 n=2
-2 3—-A
Vastaaviksi ominaisvektoreiksi saadaan u; = [1 1]7 ja uy = [1 2] € R2. Siten HS:n

perusmatriisi ja tdméan kédnteismatriisi ovat
et 2t ) 1 92t _ o2t et et
X(t) = { t 9e2t| > X(t) T det X | —¢€ et | T | —e2t o2t |0

missi on sovellettu muistamisen arvoista sdannollisen 2 x 2-matriisin kaantosaantoa

a b L1 [d b
B_[c d]—>B _detB[—c a]'

/ X () () dt {_ﬁdf dt} - [fq ,

ja EHS:114 on siis yksittaisratkaisu

() = X(1) / X () E(t) dt = Ei ;;t] [Q_Z] _ otet m Lol B] |

e

Siten

EHS:n yleinen ratkaisu on

x(t) = 2te’ E] +é [;] + cpét [ﬂ + coe?t [ﬂ , c1,c € R,

Huom. Suora yrite x(t) = e'a, jossa a € R?, ei olisi toiminut. Syy: HS:1l4 on muotoa
eMtuy = e'[1 1]7 oleva ratkaisu.
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6 Autonomiset systeemit tasossa

6.1 Kriittinen piste, stabiilisuus ja lineaarinen tapaus

Autonomisuuteen ja sen ilmitihin on térmétty aikoinaan jo yhden (skalaarisen) dif-
ferentiaaliyhtélon tapauksessa: esimerkiksi logistinen yhtélo on sellainen (luku kaksi). Jo
ratkaisematta yhtéloa voitiin paatelld ratkaisujen kayttaytymisestd yhta ja toista, usein
esimerkiksi raja-arvo kun aika (vapaa muuttuja) menee ddrettomédn. Systeemeissékin
autonomisuus edesauttaa tuollaista laadullista ratkaisujen dynamiikan tutkimista, so.
tutkimista ilman késilld olevaa ratkaisua. Tamé&hén on usein tavoittamattomissa.

Tuntemattomat reaalifunktiot olkoot x(t) ja y(t). Riippukoot annetut funktiot f ja g
vain z:std ja y:std, el vapaasta muuttujasta t: f = f(z,y) ja g = g(z,y). Autonomisen
systeemin (AS) normaalimuoto tasossa on pari

@(t) = f(x(t),y(t))
y(t) = g(x(t),y(t)).

Siten koko systeemissé ei esiinny eksplisiittisesti vapaata muuttujaa ¢ (miké yleisestikin
tekee systeemistd autonomisen).

Olkoon z(t) = (z(t),y(t)) systeemin (6.1) ratkaisu vélilld I C R. Usein xy-tasoa kut-
sutaan faasiavaruudeksi ja siithen piirtyvii pistejoukkoa {z(t) = (z(t),y(t)) € R? |t € I}
ratkaisun z(t) radaksi (trajectory); on tiarkeédd erottaa rata ratkaisun kuvaajasta, graafista
joka kulkee R3:ssa. Radalle saadaan vilittomisti skalaarinen 1.kl. DY

(6.1)

(o) = Y _ 9.Y) (6.2)

de  f(z,y)’

silla aina kun #(t) # 0, niin on olemassa (ainakin paikallinen) ké#nteisfunktio ¢(z), ja
t'(x) = 1/z(t). Siten y(x) = y(t(x)) ja ¥'(z) = yt)t'(z) = ¢(t)/&(t). Jos yhtdlon (6.2)
implisiittiratkaisu on F'(z,y) = C, C' € R, ts. radat saadaan F':sté tasa-arvokdyrind, funk-
tio £ on AS:n (6.1) ensimmdinen integraali. Silli on monasti selvd tulkinta, esimerkiksi
fysiikassa konservatiivisen systeemin kokonaisenergia F' siilyy jne.

Tavallinen tavoite on kuvata AS:n ratkaisujen kédyttaytymistd kun ¢ — +oo, etenkin
kun ldhdetédan liikkeelle tiettyjen pisteiden ldheisyydesté.

Definition 6.1. Piste zg = (z9,7) € R? on autonomisen systeemin (6.1) kriittinen
piste (critical point), jos f(zo,v) = g(zo,y0) = 0. Niiden joukko on AS:n kriittinen
joukko. Kriittistd pistetta (zg,yo) vastaa ASm vakioratkaisu z(t) = o, y(t) = yo ja
kddntden. Tata vakioratkaisua kutsutaan AS:n tasapainotilaksi (tai tasapainoratkaisuksi,
equilibrium solution).

Kriittinen piste zo (tasapainotila) on stabiili, jos jokaista ¢ > 0 kohti on olemassa
sellainen § > 0, ettd systeemin ratkaisulle z(t) = (z(t), y(t)) pétee

12(t) — zo|| = ((x(t) — 20)* + (y(t) — ¥0)*)"/* < € kaikilla t > 0 (ja on olemassa) (6.3)

aina kun ||z(0) — zg|| < J (siis ratkaisu eld& ddrettomiin ja pysyy léhelld, jos alkuarvo on
lahelld). Muussa tapauksessa kriittinen piste zy (tasapainotila) on epdstabiili.

Jos kriittinen piste zg = (o, yo) on stabiili, ja lisdksi on olemassa sellainen 1 > 0, etti
ratkaisulle z(t) = (z(t), y(t)) patee
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lim z(t) = z¢ & tlim z(t) = 2o ja tlim y(t) = yo (6.4)

t—00
aina kun ||z(0) — zo|| < n, niin 2o on asymptoottisesti stabiili.
Huom. Edelld méaritelty stabiilisuus on téaysin lokaali késite.

Olkoon zy = (zo,y0) ASm (6.1) kriittinen piste. Silloin muunnoksella

u(t) =a(t) —zo ja v(t) =y(t) —yo (6.5)

péadstadn tilanteeseen, jossa

w=1a= f(z,y) = f(u+zo,v+ ) = fu,v)

f
b= 5 g(a,y) = g(u + 30,0 + 10) = §(u,v) (6:6)

ja f(0,0) = §(0,0) = 0. Muunnos siis siirtéé kriittisen pisteen origoon, ja selviistikin
kriittisen pisteen laatu siilyy muunnoksessa. Siten riittdd tutkia systeemid (6.1), jossa
f(0,0) = g(0,0) = 0, ja sen kriittista pistettd 0 = (0,0).

Lineaarisen autonomisen systeemin yleinen muoto tasossa on

2(t) = Az(t) + f, (6.7)
jossaz = [z y]" ja
A= {Z Z} ER¥? ja f= Bﬁj (6.8)

ovat vakioita. Muunnoksella (6.5) padstddan homogeenisysteemiin

z(t) = Az(t), (6.9)
jossa erityisesti matriisi sdilyy samana (ja tarkasteltavana on kriittinen piste 0, ja kriittisen

pisteen laatu siilyy). Jos det A # 0, systeemilld (6.7) on tasan yksi kriittinen piste. Jos
det A = 0, niitd on oco-monta tai ei yhtaén.

Esimerkki 6.1. Tarkastellaan lineaarista autonomista systeemia

(t) = —bx(t) + 2y(t) + 1
y(t) = x(t) —dy(t) + 7.
Kriittinen piste on (zg, yo) = (1,2) (saadaan yhtiloparista =5z +2y+1 =z —4y+7 = 0).

Sen laadun selvittdmiseksi riittdéd tutkia 0:a vastaavassa homogeenisysteemissd. Matriisi
on siis

Sen ominaisarvot:

det(A — \I) =

—5—A 2
1 —4 -\

‘:)\2+9)\+18:0<:>>\1:—3, Ay = —6.
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Lasketaan hieman turhaan myos ominaisvektorit: A = —3,

(A= X)u= [_12 _21] [ul} :O@u:sm, s €R.

Uz

Kun \ = —6, saadaan vastaavasti u = s[—2 1]7. Siten alkuperiisen EHS:n yleinen ratkaisu
on (kriittinen piste antaa sen yksittaisratkaisun)

e fEe i R R

Kriittinen piste (1, 2) on siis asymptoottisesti stabiili, miké olisi nihty yhté hyvin siita etta
0 on asymptoottisesti stabiili vastaavassa HS:ssd. Matriisin A ominaisarvojen etumerkit
ratkaisevat!

Radat saadaan helpoimmin eliminoimalla yleisesta ratkaisusta ¢ pois (nyt kun systeemi
on osattu ratkaista). Merkitédéin s = e73'. Yleisesti ratkaisusta saadaan

T=c15—208" +1, y=c15+ 5> +2 =15 = (1/3)(z + 2y — 5),
' = (1/9¢))(z +2y = 5)%, y = (1/3)(z + 2y — 5) + (c2/9c7) (x + 2y — 5)°
& -—r+y—1l=clx+2y—5)?2 c=cy/3c} €R.

Esimerkki 6.2. Selvitetdéan kriittisen pisteen 0 laatu homogeenisessa parissa

T =dr — 3y
y =4z — 3y.
Matriisi on
5 =3
A {4 _3]

Sen ominaisarvot:

det(A—\I) =

D—A -3
4 —3-A

‘=A2—2A—3:0<:>A1:3, Ay = —1.
Yleinen ratkaisu on
_ x(t) _ 3t —t . . 2
z(t) = =cie’a+ ce ‘b, joillakin a,b € R*\ {0}.

Siis ||z(t)|| — oo, kun t — oo ja ¢; # 0. Siten 0 on epéstabiili (nk. satulapiste).

Esimerkki 6.3. Kriittisen pisteen 0 laatu homogeenisessa parissa
T=x—Y
y =4z — 3y.

Matriisi on
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Sen ominaisarvot:

det(A — AT) = ‘1 A -l

_ )2 _ 2 _ - _
4 —3—A‘_)‘ +220+1=A+1) =0 = -1

Ominaisarvon kertaluku on kaksi. Ominaisvektorit:

aame- T cowuns]l]. en

Systeemilld on ratkaisu z;(t) = e7[1 2]7. Yleistettyjen ominaisvektorien avulla saadaan

toinen, riippumaton ratkaisu
1 1
=t 1] e [l].

Funktiopari (z1,22) on todella HS:n pj., silld

W (21, 25)(0) — ‘; H __1+0.

Siispa aina pétee ||z(t)|| — 0, kun t — oo; ominaisarvon merkki ratkaisee. Siten kriittinen
piste 0 on asymptoottisesti stabiili.

Esimerkki 6.4. Tarkastellaan homogeenista autonomista paria

T=1
y=—4x
ja sen kriittista pistettd 0. Matriisi on
0 1
=l
Ominaisarvot:
-2 1 9 .
det(A — ) = 4 ) =\N4+4=0& )\ ==+

Siten = 0 ja § = 2. Ominaisvektorit (taas hiukan turhaan): A\ = 24,

(A= A)u = {_jf _122} {Zj =06 2iu+u =0 u=s {_21 = s( m +i {_01} )

Siten a = [0 2|7 ja b =[-1 0]7, ja HS:1l4 on pj.

0 . 1 . 0 1
(z1,22) = (cos 2t [2] + sin 2t [O} , sin 2t [2] — cos 2t [0] >,
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ja yleinen ratkaisu kuuluu z(t) = ¢12;(t) + coz2(t).
Alkuehto z(0) = zg ja y(0) = yo antaa ¢; = (1/2)yo ja ca = —x¢. Siten pétee

1201 < lesllzad + letzel < el + e (| [5] | + | [o] |) = 202l + 1.

Siis ||z(t)|| pysyy pienend, jos ||z(0)|| on pieni, ja siten kriittinen piste 0 on stabiili (muttei
asymptoottisesti stabiili).

Esimerkkien valossa on kdynyt selviksi seuraava perustulos:

Theorem 6.2 (Lineaarisen autonomisen systeemin stabiilisuus). Lineaarisen autonomisen
systeemin (6.9),

a(t) = An(t), 7= (1,y), A= {Z Z} € R??,

kriittisen pisteen O laatu mddardytyy matriisin A ominaisarvoista seuraavasti:

ominaisarvot kriittisen pisteen 0 laatu
positiiviset epastabiil
negatitviset asymptoottisesti stabiili
erimerkkiset epastabiili (nk. satulapiste)
nolla ja posititvinen epastabiili
nolla ja negatiivinen stabuili

kompleksiset ominaisarvot :

reaaliosa posititvinen epastabiili
reaaliosa negatiivinen asymptoottisesti stabiili
reaaliosa nolla stabiili (keskus).

Jos lisiksi det A # 0, niin 0 on systeemin (6.9) ainoa kriittinen piste. Jos det A =
0, krittisid pisteitd on oco-monta, ja niiden laatu on sama kuin kriittisen pisteen O el
saadaan ylli olevasta taulukosta.

6.2 Epélineaariset autonomiset systeemit tasossa

Tutkitaan seuraavaksi 1.kl. autonomista paria (6.1),

w(t) = f(x(t),y(t))
y(t) = g(z(t),y(t)),

erityisesti kun se ei ole lineaarinen. Aluksi muutama autonomisuuteen liittyva lause:

Theorem 6.3. Jos z(t) = (z(t),y(t)) on parin (6.1) ratkaisu vdlilli I, ja a € R on
mielivaltainen vakio, niin myds funktio z : I —a — R?,

z,(t) =z(t+a), tel—a, (6.10)

on parin (6.1) ratkaisu.
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Proof.
io(t) =2(t+a) = f(z(t+a),yt +a)) = f(za(t), ya(t)) kaikillat € I — a.
Vastaavasti g,(t) = g(z4(t), ya(t)). O
Lause 6.3 kertoo ettd autonominen systeemi on siirtoinvariantti ajan suhteen.

Theorem 6.4. Olkoot parin (6.1) mddrittelevit funktiot f ja g jatkuvia, ja olkoon parilla
ratkaisu z(t) = (z(t), y(t)) vdlili [a,o0[ (a € R). Jos on olemassa raja-arvo

Zoo = tlgilo z(t) = (tlirélox(t),tlirglo y(t)) = (Too, Yoo) € R?, (6.11)

NN Zog = (a:oo, yoo) on parin (6.1) kriittinen piste.

Proof. Koska f ja g ovat jatkuvia, on olemassa

o = lim () = f (¥o0, o) Ja Yoo = Jim 9(t) = 9(20, Yoc).

Lemman 2.1 mukaan s = oo = 0. Siten f(Zoo, Yoo) = 9(Zoo, Yoo) = 0. O

Esimerkki 6.5. Tarkastellaan epélineaarista autonomista paria

i(t) = —y(y — 2)
y(t) = (= 2)(y — 2)
Kriittiset pisteet:
—y(y — 2) =0 T :SERtai x =2
(z-2)(y—2) =0 y =2 y =0

Radan yht&lo (6.2) saa muodon

(3

/ y r—2
xr) = — = s
y(z) =2 =
joka separoituvana on helppo ratkaista. Saadaan ympyrsitd y? + (xr — 2)* = ¢ keski-

pisteend kriittinen piste (2,0). On syytd muistaa ettei funktioita x(t) ja y(t), siis "varsi-
naista ratkaisua”; ole télla ratkaistu. Seuraavien seikkojen osoittaminen kdy hyvésta (vaa-
tivahkosta) harjoituksesta:

1) Esimerkin systeemin ratkaisut ovat olemassa koko R:ssé. Ohje: Poistumislause.

2) Kun 0 < ¢ < 4, ratkaisut ovat jaksollisia. Ohje: Napakoordinaattien kulma ().
Koska rata ei sisélla kriittisid pisteitd, niin 0(¢) # 0 kaikilla ¢. Siis 6(¢) on yhdenmerkkinen
(< 0), ja siten 6(t) on aidosti monotoninen eiké ole lauseen 6.4 perusteella rajoitettu
funktio. Siten jollakin a > 0 pétee z(a) = z(0). Lauseen 6.3 mukaan myos z(t + a) on
systeemin ratkaisu. Koska tdmé ja z(t) toteuttavat saman alkuehdon, OY-lauseen 5.3
perusteella z(t) = z(t + a) kaikilla ¢.

3) Kun ¢ > 4 ja y(0) # 2, niin oo = limy_oo 2(t) = 2 — V¢ — 4 ja yoo = 2. Siis ratkaisu
lahestyy kriittista pistettd. Ohje: Muuten sama logiikka kuin kohdassa 2, mutta funktio
0(t) on radalla olevan kriittisen pisteen vuoksi rajoitettu. Siten raja-arvot 0o, Too ja Yoo
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ovat olemassa. Lopuksi sovelletaan lausetta 6.4 ja virtaussuuntia (seuraava virtauskuvio,
direction field).

Kuva 8

Havaitaan etté kriittinen piste (2,0) on stabiili (keskus), ja ettd kriittiset pisteet (x,2)
ovat stabiileja kun x < 2, mutta epéstabiileja kun z > 2.

Oletetaan etta origo 0 on parin (6.1) kriittinen piste, ja funktiot f(z,y) seki g(z,y)
ovat jatkuvasti derivoituvia jossain sen ympéristosséd. Talloin kyseisen parin linearisointi
origossa on vakiokertoiminen homogeenipari (siis autonominen)

z(t) = Az(t),
jossa

2
y(t) ¢ d 99(0.0) 99(00) | € R (6.12)

oz oy
Siis A on kuvauksen (f, g) : R* — R? derivaatta(matriisi) pisteessi z = (z,y) = 0.
Otetaan apukeinoja lineaarialgebrasta: Matriisi B € R?*? méérittelee neliomuodon
N =N :R?2 =R,

a(t) = [”’”(t)] S A= [a b} _ [% 2

N(z) = N(z,y) =z' Bz = [z y|Blr y]", z=(z,y) R
Matriisi B on positiivisesti (negatiivisesti) definiitti, jos N(z) > 0 (N(z) < 0) kaikilla z €
R?\ {0}. Symmetrisen ja positiivisesti definiitin matriisin B tapauksessa Np méirittelee
(elliptisen) normin R%:ssa yht#lolla
|z||% = N(z) = z" Bz, z¢c R (6.13)

Se on ekvivalentti tavallisen Euklidisen normin kanssa: 16ytyy vakiot 0 < a < 3, joilla

allz| < ||zllz < Bllz| kaikilla z € R%
Erityisesti suppeneminen toteutuu kummassakin normissa tasan samoissa tapauksissa.

Lemma 6.5. Jos matriisin A € R?* ominaisarvot ovat erit ja negatiiviset (positiiviset),
on olemassa sellainen symmetrinen, posiitisesti definiitti matriisi B € R?, ettd matriisi
BA on negatiivisesti (positiivisesti) definiitti.
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Proof. Olkoot Au = —Aju, Aw = —X\ow, jossa A, Ag > 0, u = (ug,us), w = (wy,ws) ja
|lul| = ||w]| = 1. Merkitdén v = (—usg, uq1), jolloin ||v]| =1 ja
w =cosfu-+sinfv jollakin € R.

Koska u ja w ovat lemman 5.13 mukaan lineaarisesti riippumattomia, niin sin 6 # 0.
Maéritelldén jokaista r > 0 kohti symmetrinen matriisi

B=B, — {Ul —U21 [1 01 {m U2] c R2%2.
U Uy 0 r —U2 U

Silloin Bu = u ja Bv = rv, ja lisiksi B on positiivisesti definiitti matriisi, silla

z =ciu+ v € R? = Np(z) = (ciu+ cov) - (cru + repv) = ¢f + rcs. (6.14)

Tarkastellaan matriisia BA ja sen méérittelemén neliomuodon arvoja pisteissd z €
R2\ {0}. Tyyppid z = cu olevat pisteet toteuttavat vaatimuksemme heti: silloin z BAz =
—\ic?2 < 0. Koska muoto on nelisllinen, loput voidaan tavoitetta ajatellen normittaa
muotoon

z=cu+w=(c+cosf)u+sinfv (ceR).
Nailla pisteille patee

Az = —Ajcu — ow = —(Ajc+ Aycosf)u — A\gsinfv

ja edelleen

z' BAz = z"B( — (Mic+ Ascosf)u — Apsinfv) = ((c+ cosf)u +sinbv)-
(= (Mce+ Aacosf)u—riasindv) = —(c+ cosf)(Ac+ Ay cos ) — rAysin® 6
= p(c) — 1Ay sin? 6,

jossa p(c) on toisen asteen polynomi. Sen globaali maksimi on

A — \9)?
0S 9) = %COSQ 0.
1

At A
2\

Valitaan sellainen 7 > 0 ettd (huomaa ettd siné # 0)

IlcfleaRXp(C) = p(

B . (A1 — A2)? cos? 0
I?SRXP(C) rAgsin“ g <0 & r > Dy snZ0

Silloin z' BAz < 0 kaikilla z € R? \ {0}. O

Huom. Lemman oletuksilla A on negatiivisesti (positiivisesti) definiitti tasan silloin
kun

AN Ny - cos? 0
()\1 — )\2)2 SiIl2 97
erityisesti symmetrisen matriisin tapauksessa aina, silld silloin cosf = 0 (ominaisvektorit
ovat silloin kohtisuorassa).
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Theorem 6.6 (Poincarén stabiilisuuslause). Oletetaan etti autonomisessa systeemissi
(6.1) origo O on kriittinen piste, ja funktiot f(x,y) sekd g(z,y) ovat jatkuvasti derivoituvia
jossain sen ympdristossd. Olkoot Ay ja Ao systeemin origossa linearisoinnin matriisin
A € R**2 ominaisarvot. Oletetaan vield etti det A # 0. Tdlloin kyseisessd systeemissd
kritttisen pisteen O laatu on sama kuin linearisoinnissa poikkeuksena yksi tapaus: jos A\
ja Ay ovat puhtaasti imaginaarisia, laatua er voi pddtelld linearisoinnista.

Proof. Viitteena kirja D.W. Jordan and P. Smith: Nonlinear Ordinary Differential Equa-
tions, 2nd ed., Clarendon Press, Oxford 1987, Chapter 10.

Kuitenkin malliksi todistaan tapauksista se, jossa A; ja Ay ovat erit ja negatiiviset.
Koska f(0,0) = ¢(0,0) = 0, differentiaalikehitelmé origossa saa muodon

1] =zt alotr
9(x,y)
jossa A on linearisoinnin matriisi ja ||o(h)|| — 0, kun h = ||z|| — 0.

Olkoon B lemmassa mainittu symmetrinen ja positiivisesti definiitti matriisi. Erityi-
sesti se midrittelee R%:n normin (6.13). Kéytetidn kyseistd normia nk. Lyapunovin funk-
tiona: méadritelladn

1 1
V(z) =V(z,y) = 5lzllp = 52" Bz, 2= (z,y) € R”.

Olkoon z(t) = (z(t),y(t)) systeemin (6.1) ratkaisu. Tété vastaten mééritellaan vield

s(t) = V(z(t)) = V(2(1),y(1))-

Silloin differentiaalikehitelmésta saadaan

1 1
5(t) = §iTBz + §ZTBZ =2z" Bz =7z" B[f(z,y) g(z,9)]"

=z" BAz + ||z||z" Bo(h).

(6.15)

Koska BA on negatiivisesti definiitti, 16ytyy sellainen o > 0 etté

z' BAz < —2az||* kaikilla z € R%
Tédméan arvion, kehitelmén (6.15) ja yhtélon (6.14) nojalla 16ytyy sellainen € > 0 ettd
5(t) < —allz(®)]]* < —2gs(t) = —(s(t) kaikilla z(t) € B(0,¢), (6.16)
r
kun matriisissa B on valittu » > 1. Lisdksi 8 = 2a/r > 0. Siten l6ytyy sellainen 6 > 0
ettéd jos z(0) € B(0,6), niin
5(t) <0 ja z(t) € B(0,e) kaikillat > 0. (6.17)

Ratkaisu z(t) todella eldé ajassa dédrettomiin (Poistumislause). Koska e > 0 voidaan valita
kuinka pieneksi tahansa, arviosta (6.17) seuraa erityisesti 0:n stabiilisuus.
Kun z(0) € B(0,6), arvioiden (6.16) ja (6.17) mukaan péatee
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5(t) + Bs(t) <0 kaikillat > 0 < %(s(t)eﬁt) <0 kaikilla t > 0 = s(T)e"” — 5(0)

T d T
= / %(s(t)eﬁt) dt < / 0dt =0 = s(T) < s(0)e” -0, kun T — oo.
0 0

Siis ||z(t)|| s — 0 ja siten ||z(¢)|| — 0, kun ¢ — oo. Stabiilisuus on asymptoottista. O

Kirjataan Poincarén lause vield taulukon muotoon: det A # 0,

A : n ominaisarvot 0 : n laatu linearisoinnissa sen laatu (6.1) : ss
positiiviset epastabiili epastabiili
negatitviset asymptoottisesti stabiilt asymptoottisesti stabiilt
erimerkkiset epastabiili (nk. satulapiste) epastabiili (nk. satulapiste)

kompleksiset ominaisarvot :

reaaliosa positiivinen epastabiili epastabiili
reaaliosa negatiivinen asymptoottisesti stabiilt asymptoottisesti stabiilt
reaaliosa nolla stabiili (keskus) laatu avoin.

Esimerkki 6.6. Tarkastaellaan autonomista systeemia

@(t) = Tz — 2* — 2wy
y(t) =5y —y* —ay.

Noin sivumennen, se mallintaa samasta ravinnosta kilpailevia populaatioita. Kriittiset
pisteet:

2(7T—2—-2y)=0, yb—y—2)=0< (z,y) = (0,0) tai (z,y) = (0,5) tai (z,y) = (7,0)
tai (z,y) = (3,2).

Niité ei tarvitse siirtdd muunnoksella origoon (koska derivaattamatriisi sdilyy muunnok-
sessa)! Linearisointi:

of(zy)  Of(zy)
ly) Ofes)| r7_9p oy  _og
Alr,y) = [a ?:f,) a?ﬁ,)] = l ]
sog) Yoy —y 52y —x
(x,y) = (0,0): Silloin
70 7T—A 0
A—A(O,O)—{O 5}, det(A—/\I)—‘ 0 5_)\‘—(7—)\)(5—)\)—0.

Saadaan \; = 5, A\ = 7, positiiviset. Siten kriittinen piste (0,0) on epéstabiili.
(x,y) = (0,5): Silloin
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-3 0 —3-A 0
A= A(0,5) = {_5 _5] , det(A—\I) = ' 5 5 )\’ =(A+3)(A+5)=0.
Saadaan A\; = —3, Ay = —5, negatiiviset. Siten kriittinen piste (0,5) on asymptoottisesti
stabiili.
(z,y) = (7,0): Silloin
-7 —14 —7—-X -14
A=A(7,0) = {0 _2} , det(A— M) = ‘ 0 _2_/\‘ =2+ N7+ =0.
Saadaan A\; = —2, Ay = —7, negatiiviset. Siten kriittinen piste (7,0) on asymptoottisesti
stabiili.
(x,y) = (3,2): Silloin
B _|-3 -6 _ =3 =A —6 | A
A= A(3,2) [_2 _2], det(A )\I)—‘ 9 _2_)\‘—/\ +5A—-6=0.

Saadaan A; = 1, Ay = —6, erimerkkiset. Siten kriittinen piste (3,2) on epéstabiili (satu-
lapiste).

Suorat z = 0 ja y = 0 ovat mallissa selvisti invariantteja: niilla pysytéén, jos niilta
aloitetaan. OY-lauseesta 5.3 seuraa, ettd myos ensimméinen (avoin) koordinaattineljannes
on invariantti, kuten populaatiomallilta sopii odottaakin. Ylipadtaan malli virtauskuvioi-
neen sisiltiaa selvésti mielenkiintoista biologista informaatioita.

Esimerkki 6.7. Tarkastellaan autonomista paria

i(t)=-3r+2y—ay+y°
y(t) = —x —y + 2% — 9~
Selvisti origo on systeemin kriittinen piste, eikéd nyt vélitetd mahdollisista muista. Tutki-
taan sen laatu. Linearisointi:

of af 2

9r oy —3—y 2—.1:+3y A A 0 3 2
‘1(lay) o) 8y |: :| ) (07 ) |: :| .

[—39 52 —1+2z —-1-2y -1 -1

Ominaisarvot:

—3—-A 2
-1 —1-A

Kompleksiset, reaaliosa negatiivinen. Siten kriittinen piste 0 on asymptoottisesti stabiili.

Poincarén lauseen kaytolla on kuitenkin rajoituksensa. Esimerkiksi tartuntatautien
SIR-mallissa

det(A — \I) =

‘:)\2+4/\+5:0<:>)\:—2ii.

di '
i aRyi(t)s(t) — ai(t)
ds .



kriittiset pisteet ovat (0,s), s € R. Linearisoinnin matriisi

aRygs—a 0
A(07S) - |: —ZZR()S 0:|

on kuitenkin singulaarinen: det A = 0. Siten Poincarén lausetta ei voi kdyttdd. Muuta
tietd voidaan osoittaa (kts. alaluku 2.3.2), ettéd kriittinen piste (0,s), s > 0, on stabiili
tasan silloin kun Ry < 1/s (kun Ry > 1/s syntyy epidemia).
Samoin kiy SIS-mallissa. Esimerkin 6.5 linearisoinnin matriisi A on singulaarinen kriit-
tisissé pisteissé (s, 2). Kriittisessa pisteessi (2,0) se on
0 2
s =[7 7

ja ominaisarvot ovat A = £2i. Pisteiden laatu néhtiin kuitenkin suoraan.

b & &
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