Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Vektorianalyysi (Syksy 2010)
Harjoitus 8

Ratkaisuja (Jussi Martin)

1. ([Martio; h. 3.3:1]) Miéritd kuvauksen f : R® — R?, f(z,y,2) = (z,2y, 22),
Jacobin determinantti pisteessd (z,y, z). Missi pisteissd kuvaus on lokaali dif-
feomorfismi?

Ratkaisu:
Nyt
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=1- +0-

0 2z 0

Niéin ollen, kddnteiskuvauslauseen nojalla, kuvaus f on lokaali diffeomorfismi
pisteissii (z,y,z) € R?, joilla zz # 0 eli pisteissd jotka eiviit kuulu xy- tai yz-
tasoon.

0 2z

z 0 y g’:2xz;«é0, kun xz # 0.
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2. Méiritd ellipsoidin {(z,y, 2) € R3; 22 + 2y? + 322 = 6} tangenttitason yhtilo
pisteessd (1,1,1).

Ratkaisu:

Olkoon f(z,y,2) = 2% + 2y? + 32%. Koska Vf(1,1,1) = (2,4,6) # 0 ja ellipsi
on funktion f tasa-arvopinta f(z,y, z) = 6, jolla piste (1,1, 1) sijaitsee; saadaan
ellipsin tangettitasoksi pisteessi (1, 1, 1) niiden vektorien Z = (z,y, z) € R? jouk-
ko, joilla

(F—(1,1,1) - (Vf(1,1,1) =0 < (F—(1,1,1))(2,4,6)=0

& 2x—-1)+4y—-1)+6(z—1)=0 & z+2y+32—6=0.

3. Osoitettava, ettd yhtilo 22 — ze®t¥+* = 0 miirii jossain origon ympéristossi
pinnan. M&aritd origoon piirretyn tangenttitason yhtalo.

Ratkaisu:
Merkitdin f(z,y,z) = 2% — ze*t¥*+*. Tallin V£(0,0,0) = (0,0,—1) # 0 ja
erityisesti 93f(0,0,0) # 0, joten implisiittifunktiolauseen nojalla on olemassa
o(z,y), joka toteuttaa yhtalon f(z,y,d(x,y)) = 0 pisteen (z,y) = (0,0) riit-
tévin pienessi ympiristossi siten, ettd ¢(0,0) = 0. Yhtils 22 — ze*tv+= = 0
madrid siis jossakin origon ympéristossd pinnan r(z,y) = (z,y, ¢(x,y)).

Koska V£(0,0,0) = (0,0, —1) # 0 ja pinta r(z, y) on funktion f tasa-arvopinta,
saadaan sen tangenttitasolle origossa yhtalo:

(& — (0,0,0))- (VF(0,0,0) =0 & (z,9,2)-(0,0,-1) =0 < z=0.

Toisin sanoen pinnan 7(z,y) tangenttitaso origossa on xy-taso.
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4. Olkoon f kahden muuttujan kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva funktio, jolla

(1)

(2)

¢"(x) =

yhtdlo f(z,y) = 0 méadrdid pisteen (x,y) ympéristossi funktion y = ¢(x). Maa-
ritdfunktion ¢ toinen derivaatta funktion f osittaisderivaattojen avulla.

Ratkaisu:
Koska piste (z,y) esiintyy jo funktion f muuttujana, kiytén selkeyden vuoksi
merkintdd (xo,yo) sille (kiinteélle) pisteelle, jonka ympéristossi kiyréd (z, ¢(z))
on madritelty.

Tehtéviissi pitda lisdksi olettaa, ettd 0sf(xo,yo) # 0. Télloinkin ¢”(x) voi-
daan ratkaista vain siind zg:n ympéristossé, jossa 0s f(z, ¢(z)) # 0.

Olkoon siis 05 f (2o, y0) # 0. Tallin yhtélosta f(x, #(x)) = 0 (joka siis pitee
jossakin pisteen xy ympéristossa, missd yhtdlon toteuttava funktio ¢ on méari-
telty) seuraa, ettd

Wﬂ) & Of(x,6(2) + ¢/ (2)0f (x, 6()) =0,

mikd ndhdédén ketjusddntod kiayttdmaélla. Saatu yhtélo on ekvivalentti yhtédléiden

¢'(2)02f (x, d(x)) = =01 f (x, $(2))
ja
/ _ _alf(xa (Z)(J}))
Y= e o)
kanssa. (Naistéd jalkimmaéisessa siis tarvittiin ehtoa ds f(x, ¢(x)) # 0.)

Derivoimalla yhtélod (1) puolittain x:n suhteen ja kiyttdmalla ketjusdantoa
saadaan, etta

% (¢'@)02 (2, 6(2)) ) = % (-0t o))

s " (@)0af (x,¢(x)) + ¢ (2)Or2f (x, d(x)) + (¢ ()05 f (x, $(x))

— 02 f(w, 6(x)) — ¢ (2)0a1 f(, ()

Sijoittamalla tdhan yhtalo (2) ja jakamalla Os f (z, ¢(x)):114, saadaan ¢’ lausuttua
nyt pelkéstddn f:n osittaisderivaattoja kiyttamalld seuraavassa muodossa:

~27 2D 5, f(a, §(x)) — (W) B f(z,6(x)) — 02f (z, 6(x))

Téssa sils kiytettin kaavaa 01 f(z, ¢(x)) = O12f (x, ¢(x)), miki seuraa siitd ettd
f on kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva. (Myos ehto da f (x, ¢(x)) # 0 tarvittiin.)

Kommentti: Lisdoletus 02 f(z, ¢(z)) # 0 on todellakin oleellinen, silld esi-
merkiksi funktiolla f : R? — R, f(x,y) = y? yhtilon f(z,¢(x)) = 0 ratkai-
see pisteen (zo,yo) = (0,0) kautta funktio ¢(x) = 0, mutta tehtdvin metodilla
ei funktiota ¢, eiké sen derivaattoja saa ratkaistua millddn x:n arvolla, kos-
ka 9o f(z, #(x)) = 0. Silti ¢(x) on médritelty ja kahdesti derivoituva kaikkialla
R:ssa.

5. Méiritd funktion f, f(z,y) = 2> —3zy?, suurin ja pienin arvo joukossa {(x,y) €

R%; 22 +¢% < 1}.

Ratkaisu:
Kéytetdan Martion kirjan sivun 89 metodia ddriarvojen selvittdmisessé.

Nyt 0A = {(z,y) € R? g(z,y) = 0}, kun A = {(z,y) € R?%; 22 + ¢y < 1} ja
g(z,y) =2 +y* — 1.



Laskemalla saadaan

Vf(z,y) = (62° = 3y*, —6xy), Vg(z,y) = (22,2y);
joten Lagrangen kertoimen yhtélosta V f(z,y) = Ag(z,y) saadaan yhtaloryhmé

0= —6z2 4+ 3y% — \22

0=6zy — N2y

0=a2+9>—-1
Oletetaan ensin, ettd y # 0 ja muistetaan tarkistaa myos jéljelle jadvit pis-
teet (£1,0) mahdollisten &&riarvojen varalta. Nyt keskimmaisestd yhtalosta saa-
daan A = 3z ja sijoittamalla tdm& ensimmaéiiseen yhtdloon saadaan, ettd 0 =
922 — 3y2. Viimeisestd yhtdldstd puolestaan nihdiin, ettd y? = 1 — 22 ja kun
tamé sijoitetaan dsken saatuun yhtdloon, saadaan ratkaistuksi @ = +1/2, josta
puolestaan saadaan y:lle arvo y = +v/1 — 22 = :I:\/g/ 2. Saatiin siis ratkaisut
(£1/2,4v/3/2), (£1/2,Fv3/2) ja (£1,0).

Kokeilemalla mitd arvoja f saa kyseisissé pisteissd ndhdéaén, ettéa

F(£1/2,+V3/2) = (£1/2)° — 3(£1/2)(+V3/2)? = T3/4,

F(£1/2,7V3/2) = (£1/2)° - 3(£1/2)(FV3/2)* = F3/4,
F(£1,0) = (£1)° = (£1)(0)* = F1,
joista viimeiinen yht&lé antaa suurimman ja pienimmén arvon JA:lla, seké pis-
teet joissa ne saavutetaan.
Etsitdan seuraavaksi mahdolliset lokaalit dariarvot joukossa A, jotka ovat siis
f:n kriittisia pisteitd. Nyt
_ 9.2 2
Vf(z,y) =0« { 8; giy—i’)y

Ensimméisestd yhtilostd saadaan, ettd y? = 22, mistd ratkaisemalla z = +vy ja

y = d nihdiin, ettd viimeinen yht#lé toteutuu joukossa A vain jos (z,y) = 0.
Ainoa kriittinen piste on siis origo ja siind f saa arvon

£(0,0)=0%-3-0-0%=0.

Kaiken kaikkiaan néhddén, ettd fm suurin arvo joukossa Aon f(—1,0) =1
ja pienin arvo joukossa A on f(1,0) = —1.

. Mi#ritd funktion f, f(z,y) = 23 + y® — 32y, suurin ja pienin arvo joukossa
{(z,y) € R?; 0 <2z < 2,0 <y < 2}. Vihje: Nyt ei ehkii kannata yrittii La-
grangen kertojia.

Ratkaisu:
Olkoon p(t) = t3; talldin f(z,0) = p(z) ja f(0,y) = p(y). Téstd nihdidin, etti
niillé, kahdella nelién A sivulla, joilla joko = 0 tai y = 0, f:n pienin arvo on
£(0,0) = 0 ja suurin arvo on f(2,0) = f(0,2) = 8.

Tarkastellaan seuraavaksi f kiiyttdytymistd kahdella jéljelld olevalla nelién A
sivulla. Olkoon h(t) = 8 + t3 — 6t; télldin f(z,2) = h(z) ja f(2,y) = h(y). Nyt

Kit)=022—-6=0t=+V3
ja h(v/3) = 9+ 3v/3 — 61/3 = 3(3 — /3). Toisaalta h(0) = 8 ja h(2) = 4.

Joukolla A f saa siis minimiarvon f(0,0) = 0 ja maksimiarvon f(2,0) =

f(0,2) =8.
Etsitddn seuraavaksi f:n kriittiset pisteet A:ssa:

- 0 =322 —3y y = 22



Yhtéloistd seuraa, ettd x = z* ja y = y*; miké voi olla totta joukossa A vain jos
2 =y = 1. Ainoa kriittinen piste on siis (1,1) ja siind f saa arvon

fA,)=1+1>-3.1-1=-1

Nyt ndhdéén, ettd fm suurin arvo joukossa A on f(0,2) = f(2,0) = 8 ja
pienin arvo joukossa A on f(1,1) = —1.



