Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Vektorianalyysi (Syksy 2010)
Harjoitus 2

Ratkaisuja (Jussi Martin)

1. ([Martio; . 2.1:2]) Olkoon

@) =€l & = (21.2,) € R

Y

Luonnostele fin kuvaaja. Miti voit sanoa funktion f arvoista joukossa R? \
B{0,In2)?

Ratkaisu:
Eksponenttifunktio exp : R — (0, 00) tiedetdin aiempien analyysin kurssien pe-
rusteella aidosti kasvavaksi. Joukkon R?\ B(0,In2) puolestaan tiedetiin olevan
tasmilleen se joukko missé ||2]| > In2. Nain ollen, funktio f(x) = el*! saa jou-
kossa R? \ B(0,1n2) kaikki arvot vililtd [2, o), koska "2 = 2, Nihdéin myds,
ettd kaikilla ¢ € [2,o0) funktio f saa vakioarvon ¢ pallonkuorella S(0,In¢). (Kuva
funktion f kuvaajasta 16ytyy viimeiseltd sivulta.)
2. Olkoon f:R%\ {0} — R,
22xg + 223
R
Osoita, ettéd funktiolla f el ole raja~arvoa origossa.
Ratkaisu:
Valitaan jono y* = (1/k, 1/k?), talléin limg. ¢* = (0,0) ja

Fh) = 2/k* 1k 4+ 1/R 1R 2R+ 1)k
v) = kY + 1)k N 2/ k4

- (/)=

joten liny o f(y*) = 1.
Toisaalta, jos valitaankin y* = (1/k,0) niin limg_ . y* = (0.0), mutta

2/k% 0+ 1/k*0
1/ki+0 -

eikéi funktiolla f ndin ollen voi olla olemassa raja—arvoa origossa.

Jim £ = o

3. {|Martio; h. )
ettd f:llaonra
lise

2.2:3]) Olkoon f : B2\ {0} — RB. Miti tarkoitetaan kun sanotaan,
rvo pitkin jokaista origon k
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mktiolla edelld

Ratkaisu:
Silld, eted S8 on raja-arve pirkin jo
kot n tietysti sitd, ettd raja—arvo lim, g flp

gon kautta kulkevilla suorilla L. Toisin sancen, jos v = {vy.v5) on mikd rahansa
P 2R i I .
vektori joukossa E* \ {0}, niin raja-arvo

lim f{tvy, fvg)
1 e fug)

{0

on olemassa.



e

Niin médritelty raja-arvo on riippumaton suoralla L olevan vektorin v #
(0.0) valinnasta, silld jos v/ # (0,0) on jokin vektori jolla v/ = av jollakin
a € R\ 0, niin

EE%f(tz:i,’z:"z) = gi_rzéf(mm,t(wg) = zazjéf(sll s19)

Edellisen tehtivin funktiolla on kyseinen ominaisuus, silld
. 2013 + 2t (20t + 2t
‘f(t,f(:)‘ = 4 22 = 242
t* 4=t c=t=
mistéd ndhdiin ettd raja-arvon on kaikilla muotoa zo = cxy, ¢ # 0 olevilla
suorilla oltava nolla. Jiljelle jadvat ainoastaan akselien suuntaiset suorat, joilla
puolestaan

1225 5
[ < I—+t" , kun ¢ 0;
c

o 2t 0+12-0
lim /(2.0) i — +0 0
. £ 4 T 0 t+o f2
0.0 = Jim =G =0

Raja—arvo on siis olemassa kaikilla origon kautta kulkevilla suorilla.

([Martio; h. 2.2:4]) Olkoon ¢ : B*\ {0} — R,

x? — a3
Ly —Th
gz, 22) = —5—5.
) x? + a3
Onko ¢:114 raja—arvoa origossa?
Ratkaisu:
Funktiolla g ei voi olla olemassa raja—arvoa origossa, silla
2 _ 42
lmg(t, t) = lim ———75 =0,
fmg(tt) = fim g = 0.
mitta 5
t.-
lim g{£,0) = lim — =
t—>0J< 0) t—0 2 4+ 0

. ([Martio; h. 2.3:2]) Muodosta funktion f : R? — R, f(zy,zs) = sin®(zy) +

cos?(zy), osittaisderivaatat d; f ja daf.

Ratkaisu:
Kéyttamalld ketjusdéintd ja muistamalla se, ettd muutuja jonka suhteen ei de-
rivoida on derivoitaessa vakio, saadaan

N flry,z2) = 2sin(z Y cos(xr) Ja Oof{xy,my) = —2cos(us) sin(ry).

jolla 8y flr,.

kki funktiosta f
el ole jatl

Ratkaisu:

Olkoon
) = I, kun x>0,
TWELT2 =Y o0 kum 7y < 0.

Tallsin [ el ole jatkuva, mutta

Hm =
£t ¢

floy +toas) — flo.as)
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eli osittaisderivaatta ) f(z1,72) on midritelty kaikilla (z1,22) € R? ja se saa
arvon nolla kaikkialla B?:ssa.

Kuva tehtédvian 1




