Vektorianalyysi, syksy 2010
Harjoitus 4, Ratkaisuehdotukset
Anssi Mirka

Tehtava 1. Koska funktion f koordinaattifunktiot e®? ja xixo ovat
differentioituvia R2:ssa, niin myos funktio f on differentioituva R2:ssa
(katso Tehtdvé 2.). Néin ollen f:n derivaatalla, eli lineaarikuvauksella
f': R? — R? on esitysmatriisi
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Lasketaan siis tarvittavat osittaisderivaatat ja tehddéan asiaankuuluvat
sijoitukset. Koska

01e*? =0, Ope™? = %2, Vr € R?
2
61(1’1{['2) = X9, 82([E11’2) = T, Ve e R s
niin saamme derivaatan esitysmatriisiksi
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Lopuksi sijoittamalla (z1,x2) = (1,1) saamme
, (0 e
ron-(24)

Tehtidva 2. Olkoon f : R? — R? differentioituva pisteessi z € R
Tilloin on olemassa lineaarikuvaus L : R? — R? jolla pitee

flx+h) = f(x) = Lh+ ||hlle(h) ,h € R,
missé e(h) — 0,kun h — 0. Jos sama lauseke kirjoitetaan kiyttéien

komponenttiesityksia f = (f1, f2), L = (L1, L2), e = (€1, e2) saadaan
(filz+h) = fi(@), fa(z+h) = f2(x)) = (Lih, Leh)+([|R[ler(R), [[h]le2(h),

joka on yhtapitavad sen kanssa, ettd yhtalo

fil +h) = fi(x) = Lih + || hlei(h)
péatee molemmilla ¢:n arvoilla 1 ja 2. Nyt koska L on lineaarikuvaus, niin
sen komponentit L; ja L, ovat lineaarikuvauksia R? — R. Lisiiksi koska
e(h) — 0, kun h — 0, niin sen komponenteille patee e;(h) — 0, kun A.

Néin ollen f:n molemmat komponentit tayttavit differentioituvuuden

ehdot.
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Oletetaan ka#nteisesti, ettd komponentit ovat differentioituvia ar-
volla. # € R?, eli on olemassa lineaarikuvaukset L; : R? — R ja
Ly : R? — R joilla pétee

filz +h) = fi(x) = Lih + [|hflei(h), i=1,2 heR®
missé e;(h) — 0, kun h — 0 . Nyt erotus f(z + h) — f(x) voidaan
kirjoittaa komponenttien f = (fi, f2) kautta muotoon

f@+h) = f(z) = (filz + ) = fi(z), folz + h) = fo(2)),

missa oikea puoli voidaan edellisen nojalla saattaa muotoon

(L1h, Loh) + ([[hl[ex(h), [[h]lex(h)).
Koska L; ja Ly ovat lineaarikuvauksia R? — R, niin méiirittelemélls
kuvauksen Lz = (Lyz, Loz),x € R? saamme lineaarikuvauksen L :
R? — R?, jolle pétee

f(z+h) — f(z) = Lh+ ||hlle(h) ,h e R
Tissi olemme madritelleet funktion e(h) = (e1(h),ex(h))h € R?, ja
tille péatee e(h) — 0, kun h — 0. Méaritelmén mukaan funktio fon
differentioituva pisteessi x € R2.

Tehtdva 3. Koska funktiot sin ja cos kuuluvat luokkaan C'*°(R), niin
funktio f(z,y) = sin(z) cos(zy), (z,y) € R? kuuluu luokkaan C>(R?),
ja taten madritettaviksi madratyt osittaisderivaatat ovat olemassa(ja
ovat jatkuvia) kaikilla (z,y) € R?. Siis lasketaan ne suoraviivaisesti:

O f (x,y) = —xsin(x) sin(zy)
Da0sf (z,y) = —x*sin(x) cos(zy)
020505 f () = 2® sin(x) sin(zy)
0102 f (z,y) = —sin(z) sin(zy) — x cos(x) sin(zy) — xysin(x) cos(zy)

Tehtivi 4. Koska funktio f(z,y) = 2*>—3zy?, (z,y) € R? on polynomi,
niin se kuuluu luokkaan C°°(R?), ja niin ollen seuraavaksi esiintyvit
derivaatat ovat jilleen olemassa kaikilla (z,y) € R?:

O f(x, y) = 32” — 3y2
0101 f(x,y) = 62
an($, y) = _63:3/
0202 f (x,y) = —6x

Selvésti siis ndhdaan, etta f toteuttaa yhtélon 0,0, f(z, y)—0202 f (x,y) =

0 kaikilla (z,y) € R?, joten se on harmoninen koko tasossa.
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Esimerkiksi funktio g(z,y) = 2%, (z,y) € R? ei ole harmoninen, sill
01019(x,y) = 2, mutta a029(z,y) = 0.

Tehtidva 5. Miiritelldan funktio f(z,y) = g(z),(z,y) € R? missi
funktio g : R — R on epéjatkuva. Esimerkiksi voidaan ottaa vaikka
glz)=1,kunz € Qjag(z) =0, kun z € R\ Q.

Funktiolle f pitee 00 f(x,y) = 0 kaikilla (z,y) € R? mutta se ei
selvisti ole jatkuva missdén pisteessd. (Suljetun joukon {1} alkukuva
{(z,y) : v € Q,y € R} el ole suljettu.)

Tehtidva 6. Miaritelldin ensin — selvisti luokkaan C*°(R?) kuuluva—
apufunktio g(z,y,2) = * + 2y + 2z + €* — 1,(z,y,2) € R3. Olete-
taan siis, ettd on olemassa origon ympéristd U C R? siten, ettd kun
(z,y) € U, niin yhtdlén x + 2y + 2 + €?* = 1 ratkaisu on olemassa
ja voidaan esittdd muodossa z = f(z,y). Tamé on yhtdpitdvad sen
kanssa, ettd g(x,y, f(x,y)) = 0, kun (x,y) € U. Jos nyt oletetaan,
niinkuin tehtévéssd implisiittisesti annetaan ymmértaa (ja voidaan to-
dellakin todistaa), ettéd funktio f on derivoituva origossa, niin myds
funktio (x,y) — g(z,y, f(z,y)) on derivoituva origossa. Sijoitetaan en-
sin (z,y) = (0,0) jolloin saadaan

£(0,0) + 200 =1,

josta helposti ratkaistaan, ettd f(0,0) = 0, silld reaaliarvoinen kuvaus
x — x + €%* on aidosti kasvava, joten se saa arvon 1 tdsmilleen silloin
kun z = 0. Koska

Dot + 2y + f(x,y) + OV — 1) =24 o f(w,y) + 205 f (w, y) e ),
niin 02¢(0, 0, £(0,0)) = 2430, f(0,0) = 0, josta saamme, etta ds f(0,0)
_2

3
Aivan vastaavasti saamme, ettd d; f(0,0) = —

Viimeiseksi laskemme, etté

01829(1‘, Y, f(xa y)) = a1 (2 + an(:U7 y) + 282f(x7 y)€2f(x,y))’
jonka oikea puoli saa muodon

010 (2, y) + 2010sf (2, )X @V 1 40, (2, y)af (z, y)eX @V

1
3

Sijoittamalla arvon (z,y) = (0,0), saamme jo saavutettuja tuloksia
kiiyttamalld, ettéd 010 f(0,0) = —2.



