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1 Asymptoottista teoriaa!

1.1 Konvergenssikisitteitd ja tuloksia

Stokastinen konvergenssi. Palautetaan mieleen stokastisen konvergenssin méiritel-
mi.? Jono satunnaismuuttujia (sm) X1, X, ... konvergoi stokastisesti kohti sm:aa Z,
jos

P{IX,—Z|>¢} =0 kaikilla ¢ > 0. (1.1)

Tésté kitytetadin merkintéis X, L, 7 tai plimy, 00X, = Z. Huomaa, ettd mééritelméissé
voi vaihtoehtoisesti olla tapahtuma {|X,, — Z| > ¢}. Jos X3, Xs,... ja Z ovat k x 1
satunnaisvektoreita (sv), médritellddn stokastinen konvergenssi komponenteittain eli

X, %7 o Xon>Z, kaikillaa=1,..,k,

kun esimerkiksi X,, on X,:n a. komponentti. On helppo ndhdi, etti tidmé on
yhtépitavid sen kanssa, etté konvergenssissa (1.1) itseisarvo korvataan vektorin normilla
|-l Satunnaismatriisiin tapauksessa stokastisen konvergenssin méritelms voidaan
palauttaa satunnaisvektorin méaritelméén suorittamalla ” vektorointi”.

Tilastollisissa sovelluksissa on usein tarpeen tietéd miten stokastinen konvergenssi
kiyttéaytyy (jatkuvissa) funktiomuunnoksissa. Tétéd varten todetaan seuraava tulos.
Téssé kuten myshemminkin tarkoitetaan vakiolla ei-satunnaista (dérellistd) suuretta.

Lause 1.1. Jos jono sv:ita X7, Xo,... (k x 1) konvergoi stokastisesti kohti vakiovek-
toria ¢ eli X,, & ¢ ja g : R¥ — R! jatkuva pisteessi ¢, niin g (X,,) = g(c).

Todistus: Oletetan yksinkertaisuuden vuoksi, etti £k = [ = 1. Koska ¢ on jatkuva
pisteessé ¢, niin jatkuvuuden méiritelmén mukaan jokaista € > 0 kohti on olemassa
d > 0 siten, ettéd |g (x) — g (c)] < g, kun |z — ¢| < §. Tésté seuraa tapahtumarelaatio
{1 Xn —cf <6} S{lg(Xn) — g(c)| <e}, joten

P{Ig(Xa) =g (0)] <} 2 P{IXu—cl <8} — 1.

Téssd konvergenssi seuraa oletuksesta X, 2 ¢, kun stokastisen konvergenssin méérit-
telyehdon (1.1) tapahtuma korvataan komplementtitapahtumallaan. O

Lauseen tulos pitéé paikkansa myos, kun raja-arvo on satunnainen, mutta todis-
tus ei onnistu kopioimalla edelli esitettyé todistusta aivan suoraan. Jatkossa téti
yleistysté ei kuitenkaan tarvita. Lausetta voidaan soveltaa esimerkiksi tapauksissa
g (x1,22) = x1 + x2 ja g (r1,22) = 172 (0lettaen summa ja tulo médritellyiksi).

'Taméin jakson oheislukemistona voi kiiyttiad C.R. Raon teoksen ”Linear Statistical Inference and
Its Applications. Second Edition” (Wiley, 1973) lukua 2.c tai R.J. Serflingin teoksen ” Approximation
Theorems of Mathematical Statistics” (Wiley, 1980) lukua 1.

?Stokastista konvergenssia kiiytetiiin tilastotieteessd mm. estimaattorin (heikon) tarkentuvuuden
médrittelyyn. Tarkentuvuus voidaan méidritelld myos kiyttden melkein varmaa konvergenssia, jota
ei kurssilla kuitenkaan kéiytetd tarkentuvuuden eikd muidenkaan tarkastelujen yhteydessa.

#Jos x € R, niin ||z|| = /27 + - + 23.



Jakaumakonvergenssi. Tarkastellan seuraavaksi jakaumakonvergenssia. Olkoon
Fx,, Fx,,,... jono sm:ien X1, Xo, ... kertyméfunktioita ja Fz sm:n Z kertymifunktio
(esim. Fyz (z) = P{Z <z}). Jonon Xi, Xo,... sanotaan konvergoivan jakaumaltaan
kohti sm:aa Z, jos

lim Fx, (z) = Fz(x)

n—oo
kaikissa F'z:n jatkuvuuspisteissé. Yleistys sv:lle sujuu kiyttdmaélla sv:ien kertymé-
funktioita (esim. Fyz (x) = P{Z1 <uz1,..., 2k < xi}, kun Z = (Z3,...,Zy)). Jakau-
makonvergenssista kiytetddn merkintdd X, < 7.

Tilastotieteessi rajajakauma on useimmiten jatkuva, joten edellé Fz (z) on jatkuva
kaikilla x. Epé#jatkuvuuspisteiti voi yleisestikin olla korkeintaan numeroituva mairé.
(Tamé seuraa kertyméfunktion monotonisuudesta ja tunnetusta monotonisia funk-
tioita koskevasta tuloksesta.) Kun F7 on jatkuva, niin ”suurilla” n:n arvoilla ja
kaikilla  pitee P {X,, <z} ~ P{Z < z}, joten kaikkien sm:aa X,, koskevien tapah-
tumien todennékoisyyksisd voidaan approksimoida kdyttden sm:n Z jakaumaa. Tyy-
pillisessé tilastollisessa sovelluksessa X, on testisuure tai (muunnettu) estimaattori.

Edells esitetyn jakaumakonvergenssin tai toiselta nimeltédn heikon konvergenssin
mééritelmé on havainnollinen, mutta se voi olla etenkin vektoritapauksessa matemaat-
tisesti hankala. Seuraavassa lauseessa esitettiiviit tulokset ovat siten teoreettisesti
hyodyllisid. Tissé lauseessa kitytetdin svin karakteristista funktiota, jonka mééaritelma
on svin Z = (7, ..., Zy) tapauksessa

¢z (t) =E[exp (it'Z)] = E[cos (t'Z)] +4E [sin (¢'Z)]
jossa i =+/—1,t=(t1,...,t) jat'X = Z?:l t;Z;.4

Lause 1.2. Olkoon X1, Xo,... ja Z svita (k x 1). Seuraavat kolme konvergenssia
péatevit yhtapitavisti.

(1) X, %2z
(ii) ¢x, () — @z (t) jokaisella t € RF.

(iii) E[h(X,)] — EJh(Z)] kaikilla reaaliarvoisilla rajoitetuilla ja jatkuvilla funk-
tioilla h : R — R.

Lauseen todistus ei ole aivan yksinkertainen ja sivuutetaan. Ekvivalenssit (i) ja
(ii) osoittavat, ettéd jakaumakonvergenssi voidaan mééritelld karakterististen funk-
tioiden konvergenssin avulla. Jos kohdan (ii) konvergenssi voidaan todeta ja raja-
arvo ¢y (t) tunnistetaan esimerkiksi N (0, 0?)—jakauman karakteristiseksi funktioksi,
voidaan pédtelld, ettd kohdan (i) jakaumakonvergenssi pitee ja Z ~ N (0,0?). Vii-
meksi mainittu seikka perustuu todennikoisyyslaskennan tunnettuun tulokseen, jonka

*Vektorit tulkitaan matriisilaskuissa aina pystyvektoreiksi ja niist# voidaan kiyttii myos mat-
riislaskennan merkintii eli esimerkiksi @ = [z1 --- 2], jossa pilkku osoittaa vektorin (samoin kuin
my6hemmin matriisin) transponointia.



mukaan karakteristinen funktio méériaé jakauman yksikisitteisesti. Télld tavoin voi-
daan todistaa verraten helposti keskeinen raja-arvolause riippumattomien ja samoin
jakautuneiden muuttujien eli ns. iid—muuttujien tapauksessa.

Kohdan (iii) ehdon yhteytti jakaumakonvergenssiin voi olla ensi silméykselld han-
kala hahmottaa. Se tulee havainnollisemmaksi, kun tarkastellaan tapausta k =
1 ja asetetaan funktion h paikalle (epdjatkuva) vilin (—oo,z| indikaattorifunktio
I (X,, <x), joka saa arvon 1, kun X,, < x ja arvon 0, kun X,, > z. Téllsin kohdan (iii)
ensimméisen odotusarvon paikalla on E[l (X, < z)] = P{X,, <z} = Fx, (z). Jos
unohdetaan funktion h jatkuvuusvaatimus, saadaan yhteys jakaumakonvergenssiin.
Epéjatkuvuus voidaan téssd kuitenkin ”hoitaa” huomaamalla, etté viilin (—oo, z] in-
dikaattorifunktiota voidaan approksimoida mielivaltaisen tarkasti jatkuvalla funkti-
olla (ajattele esim. N (z,0?)-jakauman kertyméfunktiota, kun o2 — 0).

Jakaumakonvergenssin ”jatkuvan kuvauksen” lause voidaan johtaa helposti Lauseen
1.2 kohtien (i) ja (iii) ekvivalenssista. Jos g : R¥ — R/ on jatkuva ja h : Rl — R
on rajoitettu ja jatkuva, niin yhdistetty kuvaus (hog) : R¥ — R on rajoitettu
ja jatkuva. Jakaumakonvergenssista X, <. 7 seuraa siten (Lause 1.2; (i) = (iii))
E[(hog)(X,)] = E[(hog)(Z)] eli E[h(g(X,))] — E[h(9(Z))], kun n — oco. Tésté
puolestaan seuraa (Lause 1.2; (iii) = (1)) g (X,) A g(Z). Esitetdén tami vield
lauseena.

Lause 1.3. Jos jono svita X, X2,... (k x 1) konvergoi jakaumaltaan kohti sv:iia Z
eli X, % Z ja g : R¥ — R! on jatkuva, niin g (X,)) % ¢(2).

Mainittakoon, ettid tdmén lauseen jatkuvuusoletusta voidaan lieventéi. Funktion
g jatkuvuus riittéé vaatia vain joukossa Cy, jolle pitee P{Z € C,} = 1.

Stokastista ja jakaumakonvergenssia koskevia tuloksia. Parametrien esti-
mointia ja hypoteesien testausta koskevissa asymptoottisissa tarkasteluissa joudutaan
usein kiyttdmain sekd jakaumakonvergenssia ettd stokastista konvergenssia. Seu-
raava lause koskee tillaista tilannetta. Sen todistuksessa kiytetidn surkastunutta
sm:aa Y, jolle pétee P {Y = ¢} = 1 jollain vakiolla ¢. Talloin Y:n kertyméfunktio on
Fy (y)=1(y = ¢) eli

0, kuny<c

Fy (y) = { 1,

kun y > c.

Vektoritapauksessa méiritelmé on samanlainen (kertymiifunktiossa epiyhtils tulki-
taan komponenteittain). Surkastunut satunnaismuuttuja on tunnetusti riippumaton
misti tahansa toisesta sm:sta.’

Lause 1.4. Oletetaan, ettd sv—jonoille X, Xo,... (k x 1) ja Y1,Ys,... (I x 1) piitee
X, %z ja Y, & ¢, jossa ¢ on vakiovektori. T#llsin (X,,Y},) A (Z,c).

Jos Y on surkastunut ja X mikii tahansa toinen satunnaismuuttuja, niin P {Y < y} on nolla tai
yksi, silld esimerkiksi edellisessé tapauksessa 0 < P{X < z,Y <y} <P{Y <y} P{X <z, Y <y} =
0=P{X <z}P{Yy <y}.



Todistus: Oletetaan kK = [ = 1. Olkoon z miké tahansa Z:n kertyméfunktion Fy
jatkuvuuspiste. Jos y < ¢, niin

0<P{X,<zVY,<y}<P{Y,<y} — 0. (a)

Téssd konvergenssi seuraa oletuksesta Y, 2 ¢, koska milld tahansa € < ¢ — y pé-
tee P{Y, <y} < P{|Y, —¢| > ¢} (piirrd kuva!). Vastaavalla tavalla ndhd&én, ettd
jokaisella y > ¢ piitee
P{Y,>y} — 0. (b)
n—oo

Koska P {A} —P {B¢} < P{A N B} mille tahansa tapahtumille A ja B, piitee tapauk-
sessa y > c liséiksi

P{X, <z} —-P{Y, >y} <P{X, <zY, <y} <P{X, <z}. (c)

Koska X, 5 Z, seuraa tuloksista (a), (b) ja (c)

P{X,<=zVY, <y} —

n—oo

0, kuny <c
Fy(z), kuny > c.

Jos sm:lle Y piitee P{Y = ¢} = 1, niin raja-arvo voidaan ilmaista Fy (z)|(c < y) =
P{Z <z}P{Y <y} = P{Z <=z,Y <y}, jossa jilkimméinen yhtdlo seuraa, koska
Z || Y. Tapauksessa y = ¢, raja-arvo ei ole mééritelty. Jos se méidritelldin
téissé tapauksessa kaavan Fy ()1 (y > ¢) mukaisesti, pitee konvergenssi kaikissa svin
(Z,Y) kertyméfunktion jatkuvuuspisteissi, silld (z, ¢) on epédjatkuvuuspiste aina, kun
Fz (x) > 0. Viite seuraa jakaumaidentiteetistd (Z,Y) 4 (Z,c). O

Lauseiden 1.3 ja 1.4 suorina seurauksia saadaan mm. seuraavat tulokset.

Seuraus 1.1. Oletetaan Lauseen 1.4 tilanne eli X, g ja Yy, & ¢ (vakio) ja liséiksi
ettd k = [ = 1. Tallsin,

G) X, +Y, % Z+c
(ii) X,Y, > Zc
(iii) Xn/Y, % Z/e, kun c 0.

Tissd ensimmaéinen tulos pitee tietysti myos vektoritapauksessa, jota tarkastel-
laan seuraavassa, jossa Y, on k X [ matriisi.

Seuraus 1.2. Olkoon Xi, Xs,... ja Z (k x 1) kuten Lauseessa 1.4 eli X, 4 g ja
Y1,Ys, ... jono | X k matriiseja, jolle pitee Y, EN A, jossa A (I x k) on vakiomatriisi.
Tallsin,

OT#sts kannattaa jilleen piirtds kuva. Formaalisti viite perustuu inkluusioon (B¢

komplementti) A= AN (BUB°) =(ANB)U(ANB°) C (ANB)U B".

on joukon B

4



G) VX, % Az
Jos k = [, pitee myos
(i) X' Y, X, % Z2'AZ

(iii) XY, 1X, L 7Z/A'Z, kun A on epdsingulaarinen (eli kdéntyvi).

Niami tulokset seuraavat funktioiden (A, z) +— Az, (A, z) — 2/Az ja A — A7}
(A epésingulaarinen) jatkuvuudesta ja Lauseista 1.3 ja 1.4. Kéénteismatriisin jatku-
vuus voidaan perustella seuraavasti. Todetaan ensin, ettd determinanttifunktio A —
det(A) on jatkuva, koska determinantti voidaan muodostaa summaamalla matriisin
alkioista laskettuja tuloja (katso 2 x 2 tapausta). Koska kiiinteismatriisin A~ alkiot
voidaan lausua A:n ja sen alimatriisien determinanttien osaméérien avulla (jakajana
det(A)), on funktio A — A~! jatkuvien funktioiden yhdisteens jatkuva.

Seurauksessa 1.1(iii) on implisiittisesti oletettu, ettid Y, # 0 kaikilla n (vastaavasti
Seurauksessa 1.2(iii) on oletettu Y;,:n epdsingulaarisuus kaikilla n). Vaikka oletuksista
Y, % ¢ ja ¢ # 0 seuraa, ettd tapahtuman {Y;, # 0} todenn#koisyys ldhestyy ykkosté,
ei ehdon Y, # 0 toteutuminen &érellisilli n:n arvoilla ei ole kuitenkaan taattu il-
man liséoletuksia (kuten Y;,:n jakauman jatkuvuutta). Tamé teoreettinen hankaluus
voitaisiin ottaa huomioon méiérittelemilld 1/Y,, jollain (mielivaltaisella) tavalla il-
man, ettd esitetty jakaumakonvergenssi muuttuisi mitenkdédn. Kuten kirjallisuudessa
yleensikin, ei tétd seikkaa oteta yksinkertaisuuden vuoksi eksplisiittisesti huomioon,
vaan Seurauksen 1.1(iii) kaltaisissa tilanteissa Y,, # 0 oletetaan, jos Y,:n stokasti-
nen raja-arvo on nollasta poikkeava. Vastaava tulkinta tehd#én ilman eri mainintaa
Seurauksen 1.2(iii) kaltaisissa tilanteissa.

Valitsemalla Seurauksessa 1.1(1) X,, = Z kaikillan, Y,, = U, — Z ja ¢ = 0 nidhdéén,

ettd stokastisesta konvergenssista U, L, 7 seuraa jakaumakonvergenssi U, 4 7
Kiyttien samantapaisia argumentteja kuin Lauseen 1.4 todistuksessa voidaan osoit-
taa, ettd kidnteinen implikaatio pétee siind erikoistapauksessa, ettéd jakaumakonver-
genssi tapahtuu kohti vakiota.

Sovellus deltamenetelmiin. Edelld esitettyjen tulosten avulla voidaan perustella
ns. deltamenetelmd, joka reaaliarvoisessa tapauksessa on seuraava. Olkoon 8 € © C
R estimoitava parametri ja 0y sen "todellinen” arvo. Oletetaan (yksinkertaisuuden
vuoksi), ettd parametrivaruus © on avoin vili ja tarkastellaan y:n asymptoottisesti
normaalia estimaattoria 9n eli”

V0, —60) SN (0,6%(60)) (0% (60) > 0).

"Té4ssd kuten usein myshemminkin ilmaistaan jakaumakonvergenssin raja-arvo kiiyttéen jakauman

symbolia, joten esimerkiksi X, 4N (0,02) tarkoittaa samaa kuin X, A Z, jossa Z ~ N (0702).

. B d
Toinen vastaava merkinti on X, - x3.



Jos h : © — R on jatkuvasti derivoituva funktio ja h'(6g) # 0, niin muunnoksen h (6)

estimaattorille h(6,,) pitee

Vi(h(B,) — h(80)) % N (0, [ (60)]%02 (60)) -

Viliarvolauseeseen ja Lauseisiin 1.1, 1.3 ja 1.4 (tai jilkimméisten seuraukseen) pe-
rustuva todistus jétetddn tehtaviksi.

Tasainen stokastinen konvergenssi. Tilastollisessa pééttelyssi tarkastellaan usein
parametrista riippuvia sm:ia ja niistd muodostettuja jonoja. Esimerkkind voidaan
mainita uskottavuusfunktio ja sen johdannaiset. Olkoon X; (0), X5 (0),..., 0 € O,
mahdollisesti vektori- tai matriisiarvoinen jono tillaisia satunnaisfunktioita (myos
parametri 6 voi olla vektori). Kun n viittaa havaintojen lukumééraén, riippuu X, (6)
yleensd myos havaintovektorista Y, = (Y1, ..., Y ), jota ei kuitenkaan ole téssd merkitty
nikyviin. Tyypillinen esimerkki on otoskeskiarvo X, () = n=t 3" ¢ (Y;;0), jossa
q (+;-) on tunnettu funktio kuten esimerkiksi yksittdisen havainnon logaritmoitu uskot-
tavuusfunktio riippumattomien samoin jakautuneiden havaintojen mallissa.
Maiaritelldsn tasainen stokastinen konvergenssi rajoittuen tilanteeseeen, jossa raja-
arvo on ei-satunnainen funktio ¢ ().8 Masrittelyehto on reaaliarvoisessa tapauksessa

sup | X, (8) — ¢ (0)] 2 0. (1.2)
0cO

Koska téssé tarkastellaan poikkeaman | X, (f) — ¢ (6)| maksimaalista arvoa, on X, (6)
"suurilla” n ja ”1dhes ykkosen” todennikoisyydelld " lihelld” funktiota c (0) eiké ”1ihei-
syys” riipu siitd miké parametriarvo on kysymyksessd. Téllaista samanaikaista ldhei-
syytté ei vaadita lievemméssé pisteittiisessi stokastisessa konvergenssissa, jonka més-
rittelee ehto X, (0) 2 ¢ (0) jokaisella 6 € © tai yhtépitévisti

| X, (0) —c(0)] 20 jokaisella 6 € ©. (1.3)

Huomaa erityisesti, ettei ehto (1.3) takaa tulosta | X, (6,,) — ¢ (6,)] 2 0, jossa {6} on
joukon O jono. Ehto (1.2) sen sijaan takaa tdmén, silld | X, (6,,) — ¢ (0,,)| on pienempi
tai yhtd kuin (1.2):n vasen puoli ja ehdoista 0 <Y,, < Z, ja Z, 2,0 seuraa Y;,, & 0
(perustelu jitetsisin tehtaviksi).?

Jos X, (#) on vektoriarvoinen, méiritelliéin tasainen stokastinen konvergenssi
komponenteittain tai korvaamalla ehdossa (1.2) itseisarvo normilla. Matriisitapaus
voidaan palauttaa vektoritapaukseen matriisin ”vektoroinnilla”.

Tasaista stokastista konvergenssia voidaan kiyttié todistettaessa suurimman uskot-
tavuuden (SU) estimaattorin (ja muiden saman tyyppisten estimaattoreiden) tarken-
tuvuus. Toinen sovellus on seuraava. Olkoon 9n parametrin 6y tarkentuva estimaat-
tori (6, 0y € ©). Vaikka pisteittiinen stokastinen konvergenssi X, (6g) = ¢ (6p)

8 Tapaus, jossa raja-arvo on satunnainen X (6), saadaan asettamalla ¢ (f) = 0 ja tarkastelemalla
jonoa {X, (6) — X (0)}o2,.
°Jos esimerkiksi P{Z =1} = P{Z= -1} = 1/2, niin (keinotekoiselle) jonolle X, (§) =
Znol (OSGSn_l), n > 1, pitee X, () 2 0 jokaisella § > 0, mutta X, (n_l) = Z, joten

SUpPg~q | Xn (0)] > 1 ja tasainen stokastinen konvergenssi nollaan ei péde.



tai yleisemmin X, (§) = c(6) jokaisella § € © pitisi, ei téisté ja tarkentuvuu-

desta 0,, & 0, voida padtells tulosta Xn(én) 2, ¢(0g). Tasainen stokastinen kon-
vergenssi ja funktion c(6) jatkuvuus pisteessid 6 riittéviit kuitenkin tdhén. Tatd
tulosta, joka esitetdén tédsmillisemmin seuraavassa lauseessa, kiytetdin mychemmin
tilanteessa, jossa X, (f) on n:lld jaettu havaittu informaatiomatriisi ja siten tyyppid
X, (0) =n"1Y ", q(Yi;0) tai yleisemmin tyyppid X, (0) =n~1 > ¢ (Y33 0).

Lause 1.5. Oletetaan, ettd jonolle satunnaisfunktioita X; (0),X2(0),..., 0 € ©,
piitee X, (6) 2 ¢(0) tasaisesti joukosssa ©. Jos 6, % 6 ja funktio ¢ (6) on jatkuva
pisteessé 0g, niin X, (0,) 2 ¢ (6p).

Todistus: Oletetaan reaaliarvoinen tapaus. Kédyttien kolmioepéyhtilod saadaan

Xalla) = c(00)] = | XalBn) ~ c(b)

+ ‘c(én) - 0(00)‘

< sup |Xa(0) — c(0)] + |e(B) — e (00)] -
0c®

Lauseen viite seuraa, koska viimeisen summan molemmat yhteenlaskettavat konver-

goivat stokastisesti nollaan. Jélkimmadiisen kohdalla tdm& n&hd#dén Lauseesta 1.1 ja

edellisen kohdalla méérittelyehdosta (1.2). O

1.2 Raja-arvolauseita
1.2.1 Suurten lukujen laki

Todennikoisyyslaskennan kurssilla on esitetty iid—jonojen suurten lukujen laki (SLL).
Jos X1, X, ... on iid—jono, jolla E (X;) = u ja Var (X;) = 0% < oo, niin

_ 1 <&
XH:EE:XZ&M.
=1

Todistus seuraa helposti Tsebysevin (tai Markovin) epdyhtélostd. Koska tilastol-
lisen pédttelyn sovelluksissa joudutaan usein tilanteisiin, joissa riippumattomuus ja
samoin jakautuneisuus eivit pide, tarkastellaan seuraavassa yleistyksii, joissa niisté
vaatimuksista luovutaan. Riippumattomuutta ei yleensé voida perustella aikasarja-
aineistoissa, joista esimerkkini vaikkapa péivittdinen ldmpotila Kaisaniemessi kesé-
kuussa 2010. Sama piitee liiketieteellisiin kokeisiin, joissa havaintoina on mittaus-
tuloksia samoista koehenkiloisté eri ajankohtina. Télloin eri koehenkildiden mittaus-
tuloksia voidaan kuitenkin pitd# yleensd riippumattomina.

Oletetaan ensin, ettd jono X7, X, ... on riippumaton, mutta odotusarvot E (X;) =
p; ja varianssit Var (X;) = o2 < oo riippuvat é:stéd. Tallsin E (X,) = nt Y0
ja, koska riippumattomuuden nojalla Var (X,,) = n~237" | 07, saadaan TsebySevin

')
epayhtalosta
I 1 &,
P{Xn—az;“@' >6}5m2"i'
1= 1=
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Jos epéyhtélon oikea puoli konvergoi nollaan n:n kasvaessa rajatta, péitee SLL muo-
dossa

_ 1 & »
X, — — . 0. 14
n;uzﬁ (1.4)

Yksinkertainen riittévé ehto télle on, ettéd varianssit ovat rajoitettuja eli 0? <C<oo
kaikilla 4. Jos tdmén lisiksi oletetaan konvergenssi n=t>"" | p; — o (dérellinen),
saadaan tulos (ks. Lause 1.1)
X, 5. (1.5)
Tulkitsemalla téssd X,, satunnaisvektorin komponentista muodostetuksi keskiarvoksi
saadaan perustelu vastaavalle moniulotteiselle yleistykselle.

Yksinkertaisena esimerkkiné riippuvuudesta tarkastellaan ns. m-riippuvuutta.
Jono sv:ta X1, Xo,... on m—riippuva, jos kaikilla k > 1 piitee

(X150 Xi) | (Xbtts Xoeir1,-0), - kun 1> m.

Jos tésséd [ viittaa havaintoyksikk6on, niin havainnot, joiden vilinen ”etiisyys” on
suurempi kuin m ovat riippumattomia. Tadmé on luonteva oletus, kun tarkastellaan
riippumattomista koehenkiloistd saatuja mittauksia, kun kustakin koehenkilosté on
korkeintaan m mittausta (ks. jakso 2.1). Aikasarjatapauksessa riippumattomuus
puolestaan piitee kaikille tapahtumille, joiden vilinen ajallinen etédisyys on vihintéin
m aikayksikkod (el vélttdméttd luontevaa edelld mainitussa ldmpotilaesimerkissé).
SSL voidaan todeta helposti m-riippuville jonoille. Otoskeskiarvon varianssi on

Var (X,) = —;Var (Z X,)

=1
n 9 n—1 n
= 3 ZVar (Xi) + 3 Z Z Cov (X, X))
i=1 i=1 j=i+1

Oletetaan jélleen yksinkertaisuuden vuoksi, ettd Var (X;) < C < oo pitee kaikilla .
Talloin Cauchy-Schwarz’n epéyhtélon perusteella |Cov (X;, X;)| < [Var (X;) Var (X;)] 1/2
< C ja kiiyttden m-riippuvuudesta seuraavaa tulosta Cov (X;, X;) =0, |[i — j| > m,
nihdsdn, etts

Var (%,) < £ 20020 L 200

— 0.

n2 n2 n—00

Siten (1.4) pétee tdssikin tapauksessa ja, kun n=t 3" |y, — p, pitee myos (1.5).
Vektoritapaukset saadaan ilmeisiné yleistyksind kuten edellikin. Huomaa, ettd edelld
m-riippuvuuden asemesta riittéd lievempi oletus Cov (X;, X;) = 0, kun |i — j| > m,
joten SLL pitee erityisesti korreloimattomalle jonolle, kun varianssit ovat rajoitettuja.

SLL voidaan osoittaa myos tapauksissa, joissa X; || Xj ei pade olipa [i — j| kuinka
suuri tahansa. Vaatimuksena on kuitenkin, etti X;m ja Xjm vélinen riippuvuus
(tai korrelaatio) "hévidd”, kun |i — j| — oo. Télle intuitiiviselle luonnehdinnalle on
useita matemaattisia muotoilija, joita kiiyttien SLL:ja on todistettu sallimalla riippu-
vuuden lisiiksi mahdollisesti my6s jakaumien heterogeenisuus. Néihin kysymyksiin ei



syvennytd tilla kurssilla tdmén enempéd. On kuitenkin syytd muistaa, ettei SLL
péde, jos riippuvuus ja/tai jakaumien heterogeenisuus on ”liian” voimakasta.

SLL:lle on olemassa myos useita tasaisia versioita, joissa riippuvuus ja jakau-
mien heterogeenisuus voidaan sallia. Niitd tasaisia SLL:ja voidaan kdyttdd mm.
Lauseen 1.5 tyyppisissé tilanteissa ja todistettaessa SU—estimaattorin tarkentuvuus.
Jos jonolle satunnaisfunktioita X (0), X2 (0), ..., 6 € O, pétee

X, (0) = % ZXZ (0) L 1 (h) tasaisesti joukossa ©,
i=1

sanotaan tasaisen SLL:n péteviin. Téssd (dérelliseksi oletettu) p (0) tulkitaan funk-
tiojonon n=1 Y | E[X; (0)] raja-arvoksi.

Vaikka pisteittiinen SLL X, (6) 2 1 (#) (jokaisella § € ©) voidaan usein todeta
kohtuullisen helposti, on tasaisten SSL:ien todistaminen tai edes riittdvien ehtojen
esittdminen matemaattisesti paljon hankalampaa. Mainitakoon, etté iid—tapauksessa
ja kun X; (0) = ¢(Y;;0) riittda, ettd (i) funktio 6 — ¢ (y;0) on jatkuva kaikilla ¥;:n
mahdollisilla arvoilla y, (ii) joukko © on kompakti (eli suljettu ja rajoitettu) ja (iii)
E (suppeo | (Y33 0)]) < oo.

1.2.2 Keskeinen raja-arvolause

Jos X1, Xa, ... on reaaliarvoinen iid—jono, jolla E (X;) = p ja Var (X;) = 02 (0 < 0% < o0),
niin todenniksisyyslaskennan kurssilla esitetyn keskeisen raja-arvolauseen (KRL) mukaan

Vi (X — 1) SN (0,0%)

tai vaihtoehtoisesti esitettyné (ks. Lause 1.3)

Vi (X, — ) Jo S N(0,1).

Tuloksen kiytinnon merkitys on, ettd X,,:n (tuntematonta) jakaumaa voidaan ”suu-

rilla” n:n arvoilla approksimoida N (u, o2/ n)fjakaumalla. Tahéan liittyen kiytetddn

usein merkintéd X, ~ N (u,0%/n), jonka tdsméllinen merkitys ilmenee edelld esite-
as

tystd jakaumakonvergenssista.

Vastaava tulos pétee, jos X7, Xs, ... on iid—jono satunnaisvektoreita (k x 1), joilla
E(X;) = p (kx1) ja Cov(X;) = X (k x k) on #érellinen ja nollasta poikkeava.
Tallsin!

Vi (X —p) S N(0,%).
Koska joissakin sovelluksissa péaddytiin singulaariseen raja-jakaumaan, ei kovarianssi-
matriisia 3 ole oletettu téssé (toisin kuin yleensé myshemmin) epésingulaariseksi.

KRL:sta on olemassa lukuisia versioita, joissa sallitaan jakaumien heterogeenisuus
ja muuttujien riippuvuus (esim. m-riippuvuus). Tillaiset KRL:t esitetéiéin (reaaliar-

voisessa tapauksessa) usein muodossa (X, — 1,,) /on < N(0,1), jossa i, = E (Xn) ja

10 Jos tarkasteltavan multimormaalijakauman dimensio on aiheellista merkitd niikyviin, se osoite-
taan alaindeksilld eli esimerkiksi tdssd Ny (0,%) .



= Var (Xn) Talloin X,,:n jakaumalle saadaan approksimaatio X, ~ N (un, a%).
Kuten SLL:ien tapauksessa, el KRL kuitenkaan péide, jos riippuvuus ja/tai jakaumien
heterogeenisuus on ”liiallista”. Seuraavassa esitettéivd ns. martingaalien keskeinen
raja-arvolause ja sen eri versiot ovat kiyttokelppoisia (erityisesti uskottavuusfunktioon
perustuvassa) tilastollisessa péittelyssi.

Martingaalien keskeinen raja-arvolause. Koska tarvittava martingaalin mééritel-
méi perustuu ehdolliseen odotusarvoon, palautetaan ensin mieleen joitakin ehdollista
odotusarvoa koskevia tuloksia.

Jos Y ja X ovat satunnaisvektoreita, joilla on jatkuva yhteisjakauma ja Y:n
odotusarvo on #irellisend olemassa, on Y:n ehdollinen odotusarvo ehdolla X = zx
méiiritelmén mukaan

EY[X=2x)= /_oo y%dyz /_OO yfyix (y; @) dy,

jossa fy.x (y,x) on svin (Y, X) yhteistiheysfunktio, fx (z) = [*_ fy.x (y,2)dy on
X reunajakauman tiheysfunktio ja fyx (ylz) = fy.x (¥, ) /fx ( ) on Y:n ehdolli-
nen tiheysfunktio ehdolla X = z. Kun z:n annetaan vaihdella yli sv:n X mah-
dollisten arvojen, médrittelee x:n funktio E (Y | X = z) satunnaisvektorin, josta on
luonteva kiyttad merkintédd E (Y | X ). Tétd merkintdd kiiyttéden todetaan seuraavat
ehdollisen odotusarvon ominaisuudet, jotka pitevit yleisesti ilman oletusta yhteis-
jakauman jatkuvuudesta.

EO1 E(aY; +bY2|X) =aE(Y1|X)+bE (Y2 |X), kun a ja b ovat vakioita.

EO2 E(Y|X)=E(Y), kmY | X.

EO3 E(Y)=E[E(Y|X)] (us. iteroidun odotusarvon laki)

EO4 E[g(X)Y|X]=¢(X)E(Y|X) mille tahansa funktiolle g (olettaen, ettd tulo
g (X)Y on médritelty ja sen odostusarvo on #érellisené olemassa).

Esitetédn nyt seuraava yksinkertaistettu versio martingaalin mégritelmésté.

Maéritelma 2.1. Olkoon Z1, Zs, ... jono sm:ia ja F; = (Z1, ..., Z;). Satunnaismuut-
tujajonoa M7, Ms, ... sanotaan martingaaliksi informaatiojoukon J; suhteen, jos

(1) M; = gi (Fi) jollain funktiolla g; ja kaikilla ¢ = 1,2, ...
(i) E(|M;]) < oo kaikilla i =1,2,...
(iii) E(M;|Fii1) = M;_, kaikillai=2,3,...

Yleistys tapaukseen, jossa Z; ja M; ovat vektoreita on samanlainen, kun kohdassa (ii)
itseisarvo korvataan normilla ||M;|| (tai odotusarvon #irellisyys vaaditaan kaikilta
svin M; komponenteilta).
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Nimitys informaatiojoukko liittyy méritelmén ehtoon (iii), jossa ehdollinen odotus-
arvo voidaan tunnetusti tulkita (ei-havaittavan) muuttujan M; keskineliovirheen mieles-
sé optimaaliseksi ennusteeksi, kun ennuste perustetaan (havaittavaan) sv:iin F;_1.
Ehdon mukaan M;:n optimaalinen ennuste on jonon edellinen arvo M; 1. Syisté,
jotka jitetédn pohdittaviksi, voidaan martingaali tulkita reilun pelin malliksi. Koska
informaatiojoukko on usein selvi asiayhteydesté, ei sitd aina mainita.

Tyypillinen erikoistapaus médritelmén ehdosta (i) on M; = g; (F;) = Z; kaikilla q.
Yleisempi muotoilu on tarpeen esimerkiksi, kun Z; = (Y;, X;) on vektori ja M; =Y;
(mahdollisesti myts vektori). Tallosin M; sisdltdd vain osan Z;:n komponenteista
muiden komponenttien ollessa M;:td ennustavia ”ulkopuolisia” muuttujia (vrt. selit-
téviit muuttujat regressiomallissa). Méidritelmén ehto (ii) tarvitaan, jotta ehdossa
(iii) oleva ehdollinen odotusarvo olisi mééritelty.

Tarkastellaan nyt erotusta X; = M; — M;_1, i > 2, jolle péitee (ks. EO1 ja EO4)

E (XZ ‘.7:1;1) =E (MZ ‘.7:1;1) —E (Ml'fl |-7:i71) = Mz;l - Mz;l =0 kaikilla ¢ Z 2.

Tastd seuraa (ks. EO3) E(X;) = E[E (X;|Fi—1)] = 0 kaikilla ¢ > 2. Méérittelemélld
X1 = M saadaan jono Xi, X»,..., jota sanotaan martingaalidifferenssiksi (MD) in-
formaatiojoukon F; suhteen.

Kun 4, j > 1, pétee reaaliarvoisessa tapauksessa ja olettaen #érelliset toiset mo-
mentit

E(Xi X)) "2 E[EXXis 1Fiy)] "2 E[XGE(Xis [Fiy)] =0,
misté yhdessd tuloksen E (X;) = 0 (¢ > 2) kanssa seuraa Cov (X;, X;) =0, i # j, eli
MD—jono on korreloimaton. Laskelmissa X; oletettiin reaaliseksi, mutta tulos pitee
ilmeiselld tavalla myos vektoritapauksessa. On syytid huomata, ettd korreloimatto-
muudesta huolimatta MD—jonon riippuvuus saattaa olla hyvinkin voimakasta.
Martingaalin asemesta ldhtokohtana on usein martingaalidifferenssi eli jono
X1, Xa, ..., jolle pitee

(i) X; = h; (F) jollain funktiolla h; ja kaikilla ¢ = 1,2, ...
(i) E(]Xi]) < oo (tai vektoritapauksessa E (]| X;||) < oo) kaikilla i = 1,2, ... ja
(iii) E(X;|F_1) = 0 kaikilla i = 2,3, ...

Talloin M; = X7 + -+ + X; = M;—1 + X; (My = 0) on selvistikin martingaali infor-
maatiojoukon F; suhteen. Tiss# yhteydessé oletetaan usein liséiksi E (X;) = 0, jolloin
E (X;) = 0 pétee kaikilla ¢ > 1.

MD—jonon korreloimattomuudesta seuraa, etté reaalisessa tapauksessa Var (M,,) =
S, Var (X;) ja vastaavasti vektoritapauksessa

Cov (M,,) = iCov (X;) ja Cov(M,) = i E(X;X]), kun E(X;)=0. (1.6)
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Seuraavassa esimerkkeji MD—jonoista. Yksinkertaisuuden vuoksi jonot oletetaan
reaalisiksi.

Esimerkki 1.1. (i) Reaalinen iid—jono {X;};2; on MD, kun E(X;) = 0 ja F; =
(X1, ey Xi)-

(ii) Jos sm—jonot {X;}°, ja {Z;};2, ovat riippumattomia ja edellinen on kuten
kohdassa (i), niin jono {Z;X;}:2; on MD, kun E(|Z;]) < oo kaikilla ¢ > 1 ja F; =
(X17 ey X’i7 Zla ey Z’H—l)'

(iii) Jos {X;};2, on kuten kohdassa (i), Z1 = ¢ (vakio) ja Z; = ¢; (X1, ..., Xi—1), 7 > 2,
niin jono {Z; X;};°; on MD, kun E (|Z;]) < oo kaikilla i > 2 ja F; = (X1, ..., X;).

Kohta (i) on ilmeinen ominaisuuden EO2 perusteella. Kohtien (ii) ja (iii) perustelu
jatetddn tehtéviiksi (perustelu ei muutu olennaisesti, vaikka Z; olisi vektori).

Koska MD—jono on korreloimaton, pitee SLL, jos varianssit ovat esimerkiksi ra-
joitettuja kuten tuloksessa (1.4) oletettiin. Myos KRL voidaan osoittaa usein eri
oletuksin. Seuraavassa eriis versio, joka esitetiédn suoraan moniulotteisena. Tamén

lauseen todistus sivuutetaan.!

Lause 1.6. Olkoon Xj, Xa, ... (k x 1) MD—jono jonkin informaatiojoukon F; suhteen
ja Xz = (Xl,ia ...,Xkﬂ‘), 1= 1,2, ... . Jos

(i) E(|Xa7i|2+5) < C < oo jollain 6 > 0, kaikillai > 1 ja kaikillaa=1,...,k ja
(i) n 'Y, X; X! 5% (nollasta poikkeava ja #irellinen),

niin, Cov(n Y237, X;) — ¥ tai yhtapitavasti n ™! 37 E(X;X]) — ¥ (ks.
(1.6)) ja

1 & d
— X; N (0,X).
ﬁ; —N(0,%)

Lauseen oletus (i) vaatii, ettd sviien X; komponenttien hieman toista kertalukua
korkeammat momentit ovat rajoitettuja. Tamé& (tai jotain vastaavaa) tarvitaan ra-
joittamaan havaintojen jakaumien heterogeenisuutta, mitd selittéé osaltaan se, etté
sviien X1, Xo, ... ollessa samoin jakautuneita, voidaan oletuksessa (i) asettaa § = 0.
Vaatimus ¢ > 0 tuntuu kiytdnnon kannalta siten melko harmittomalta. Oletus (ii)
vaatii toisten otosmomenttien SLL:n, joka voidaan perustella kiiyttiden jaksossa 1.2.1
esitettyja tuloksia tai niiden laajennuksia. Kiaytdnnon kannalta tdmé ei ole sikili
rajoittavaa, ettid tilastollisissa sovelluksissa kovarianssimatriisille > tarvitaan joka
tapauksessa tarkentuva estimaattori. Lauseen oletukset eiviit ole lievimmét mahdol-
liset, mutta ne ovat joitakin lievempid vaihtoehtoja ehké intuitiivisemmat ja helpom-
mat esittid.

"Tause on modifioitu versio lauseesta, joka 18ytyy yksiulotteisena J. Davidsonin teoksesta ”Sto-
chastic Limit Theory” (Oxford University Press, 1994, s. 383). Modifiointi vahvistaa hieman tdmén
lauseen ehtoa (b) (Lauseessa 1.6 ehto (i)) ja liséé kaksi ensin mainittua konvergenssia. Modifioinnit ja
yleistys moniulotteiseen tapaukseen voidaan perustella kiyttiden alaviitteessd 1 mainituissa teoksissa
esitettyja tuloksia.
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2 Uskottavuuspéaittelya

2.1 Tilastollinen malli

Kuten tilastollisen pédttelyn kurssilla on todettu, on tilastollisen tutkimuksen lihto-
kohtana aineisto y = (y1, ..., ¥n), jossa y; on havaintoyksikkoon 4 liittyvi havainto.!?
Havainnot voivat olla joko reaaliarvoisia tai vektoriarvoisia ja ne tulkitaan sm:ien
tai svien Y7, ..., Y, havaituiksi arvoiksi. Esimerkki vektoriarvoisesta tapauksesta on
Yi, o Yo ~ Ng (1,2) || -

Tilastollinen malli on svin Y = (Y7, ..., Y},) yhteistiheysfunktio (ytf) tai yhteispis-
tetodennikoisyysfunktio (yptf), joka rajataan kidytettdvissd olevan taustatiedon pe-
rusteella. Kurssilla tarkasteltavassa parametrisessa tilastollisessa péittelyssi olete-
taan, ettd ytf/yptf fy (y;0) riippuu tuntemattomasta parametrista 6 = (61, ..,04) €
© C R?% Mahdollisten parametriarvojen joukon © miiirittely on osa mallin spesi-
fiointia. Tavoitteena on tehd# pédtelmisd tuntemattomasta parametrista 6 aineiston
y perusteella. Joissakin yhteyksissd on hyodyllisti osoittaa havaintoméiiri vektoreissa
y ja Y. T&lloin merkitddn y,, ja Yy.

Tilastollisen pédttelyn kurssilla havainnot oletetaan tyypillisesti riippumattomiksi
ja samoin jakautuneiksi. Seuraavassa kaksi tistd poikkeavaa esimerkkié, joista ensim-
maéinen mainitaan myos tilastollisen pédttelyn kurssilla.

Autoregressiivinen aikasarjamalli. Autoregressiivisen aikasarjamallin méérit-
tely perustuu yht#loon
Yi=0¢Y; 1+¢, i=1,..,n, (2.1)

jossa Yp = yo on tunnettu vakio ja 1, ...,en ~ N (0,02) | . Mallin mukaan havainto
Y; riippuu lineaarisesti edellisesti havainnosta Y; 1 ja ei-havaittavasta virhetermisti
g; aivan kuten lineaarisessa mallissa. Téssd tapauksessa havaintojen riippuvuus on
ilmeisté (ellei ¢ = 0). Havainnot eiviit myoskddn ole samoin jakautuneita, miké
nihdién esimerkiksi laskemalla muuttujien Y7 = ¢y + €1 ja Yo = ¢%yo + ¢e1 +
g9 varianssit. Usein parametrille ¢ asetetaan rajoite |¢| < 1, kun taas varianssi
0% on luonteva rajoittaa positiiviseksi. On verraten helppo todeta, ettd tapauk-
sessa |¢| > 1 poikkeaa parametrien ¢ ja o2 asymptoottinen estimointi- ja testi-
teoria tavanomaisesta, silld edellisessé jaksossa esitetyn tyyppiset SLL:t ja KRL:t
eiviit pdde. Tdhén esimerkkiin liittyvidn havaintojen yhteistiheysfunktioon fy (y;6)
(0 = (gb, 02)) palataan seuraavassa jaksossa.

Mallin (2.1) ilmeinen yleistys saadaan lisddmélléd yhtélon oikealle puolelle Y;in
useita viiviistettyjd arvoja. Toinen yleistys saadaan tulkitsemalla Y; ja e; vektoreiksi
(k x 1) ja ¢ matriisiksi (k X k). Yleistys usean Y;:n viivéstetyn arvon tapaukseen
on tilloinkin mahdollinen. Erilaiset autoregressiiviset mallit ovat olleet suosittuja
taloudellisten aikasarjojen analysoinnissa, mutta niitd kiytetéddn yleisesti muillakin
tilastotieteen sovellusalueilla.

127455 ja vastaavissa mychemmissd viittauksissa tarkoitetaan P. Niemisen & P. Saikkosen monis-
teessa " Tilastollisen pédttelyn kurssi” esitettyd materiaalia.

13



Lineaarisen mallin yleistyksiéi. Tarkastellaan tilannetta, jossa havainnot on saatu
riippumattomasti N:sté ”yksilostd” (esimerkiksi koehenkils tai kotitalous) ja yksilolle
Jj spesifioidaan (aluksi) tavanomainen yhden selittéjén lineaarinen regressiomalli

}/jl 1 mj71 E-j’l
=aj | i [y 1|

}/jvnj 1 mjynj Ejvnj
tai ilmeisin vektorimerkinnoin
Y =ajly; +yxj+¢5, j=1,..,N. (2.2)

Kiintedksi oletetulla selittévilla muuttujalla ajatellaan olevan sama tulkinta kaikilla
yksiloilld. Mallin virhetermeisté oletetaan

€1,.-4EN l y & N (O’O-QInj) ’

jolloin kaikki havainnot ovat riippumattomia.'® Yksiloiden vilisten havaintojen riip-
pumattomuutta voidaan usein pitéid perusteltuna, mutta yksilokohtaisten havaintojen
riippumattomuus on yleensd vihintdsinkin kyseenalainen. Palataan tdhén kuitenkin
mydhemmin.

Mallissa (2.2) sallitaan regressiovakion tai tasoparametrin vaihtelu yksilsiden viililla,
mutta regressiokerroin oletetaan samaksi kaikilla yksiloilld. Jdlkimméinen oletus on
pelkiistdsan yksinkertaisuuden vuoksi, silld seuraavat tarkastelut voidaan yleistéé suo-
raviivaisesti (tehtéviksi jatettéviidn) tapaukseen, jossa regressiokerroin v riippuu yk-
siloindeksistd j. Usein témién tyyppistd mallia sovellettaessa yksiloiden lukumééri
N on suuri, mutta yksittéisistd yksiloistd on vain vihén havaintoja (esim. n; < 10).
T4lloin tasoparametrien «q, ..., @y estimointi on epiluotettavaa. Eris ratkaisu télle
hankaluudelle on olettaa tasoparametri «; ei-havaittavan satunnaismuuttujan saa-
maksi arvoksi. Taustalla olevassa (suuressa) populaatiossa tasoparametrin voidaan
talloin ajatella vaihtelevan yksilosté toiseen ja yksittéisen yksilon kohdalla tasopara-
metrin arvo "méirdytyy satunnaisesti”.

Tasoparametrien vaihtelua yli koko populaation kuvataan spesifioimalla tasopara-
metrien yhteisjakauma. T#t4 varten oletetaan

at,....,an ~ N (a,wQ) A

jossa oletetaan riippumattomuus, jotta eri yksiloiden vilisten havaintojen riippumat-
tomuus toteutuisi. Mallin mé#érittelyd varten oletetaan lisdksi riippumattomuus

(lel, ey CYN) l (517 ey EN) :
Yht&ls (2.2) voidaan kirjoittaa

Yi=ZiB+m;, j=1,..,N, (2.3)

13Merkinté I, tarkoittaa k x k yksikkématriisia.
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jossa Z; = [lnj czj] (nj x 2), 8= [ 7] ja n; = (aj — @) 1,,+¢;. Tehtyjen oletusten
ja multinormaalijakauman tunnettujen ominaisuuksien nojalla pétee

n; ~N (0,0 Jn, +0%I,) || , (2.4)
jossa matriisi J,;, = 1, 1;” on tunnettu (kaikki alkiot ykkosid). Nidin mééritel-

lyn mallin parametriavaruus médriytyy ehdoista 8 € R?, 02 > 0 ja w? > 0. Jos
w? = 0, voivat (satunnaiset) ai, ..., a saada vain vakioarvon «, jolloin paidytisin
tavanomaiseen lineaariseen regressiomalliin. Koska matriisi J,; ei ole diagonaalinen,
ovat yksilokohtaiset havainnot mallin mukaan riippuvia, kun w? > 0. Jos oletetaan
n; < m kaikilla 7 > 1, ovat kaikki nq + - - - + nxy havaintoa m-riippuvia.

Kéyttéden jakaumaoletusta (2.4) saadaan tilastolliseksi malliksi

Fr (4:0) = T1 (27) "™ det (V; (w%.0%) ™ exp {4 (v ~ 28 V; (@2.0) " (s - Z)}.

7=1
(2.5)
jossa V (w2,02) = wQJnj + O'QInj ja 0 = (B, 02,w2) € R? x (0,00) x [0,00). Tita
tavanomaisen lineaarisen mallin yleistystd kutsutaan kovarianssirakennemalleiksi tai
virhekomponenttimalliksi (johtuen virhetermin n; kahdesta komponentista). Huo-
maa, etté tissd havaintovektorit yq, ..., yn eivit ole vilttdméattd samaa dimensiota.
Vaikka edelld esitetyssd mallissa yksilokohtaiset havainnot ovatkin riippuvia, on
(satunnaisesta tasoparametrista aiheutuva) riippuvuus varsin erityisti eiké riitd aina
kuvaamaan havaintojen riippuvuutta. Téllaisissa tilanteissa mallia voidaan yleistés
lisd@mélld virhetermiin 7; kolmas komponentti eli olettamalla 7; = (o — a) 1, +
§; + €4, jossa uusi virhekomponentti §; = (§;1,---,§ j,nj) oletetaan riippumattomaksi
n;n kahdesta muusta komponentista ja riippumattomuus yli yksiloiden (eli yli j:n
arvojen) oletetaan myos. Usein yksiloistd saadut havainnot muodostavat aikasarjan,
jolloin riippuvuuden mallintamiseksi voidaan komponentille ; spesifioida esimerkiksi
autoregressiivinen malli (vrt. (2.1)) §;; = &§;,1 + €, © = 1,...,m;, jossa €;; ~
N(0,A%), A > 0, ja ;0 = 0 (jotta E(£;;) = 0). Muitakin vaihtoehtoja kuitenkin
kdytetasin erityisesti, kun yksilokohtaiset havainnot on havaittu epitasaisesti ajassa.
Kuten aiemmin mainittiin, voitaisiin yhtdlod (2.2) yleistéé sallimalla regressio-
kertoimen riippuvuus indeksistd j. Menemétts yksityiskohtiin todetaan vain, etti
nidin saatava malli samoin kuin edelld tarkasteltu kolmen virhekomponentin malli
sekd mainittujen mallien erilaiset yhdistelmét ovat erikoistapauksia lineaarisen mallin
yleistyksesti, jossa havaintojen yhteistiheysfunktio on

N
Fr (9:60) = T (2m)™"/>det (V; ()72 exp { =} (v = 2:6)' V; () (s = Z8) |
J:

(2.6)
jossa Cov (Y;) = Vj (¢) on parametrivektorin ¢ (tunnettua muotoa oleva) funktio,
0 = (B,7) ja matriisi Z; voi sisdltdd useita selittdvid muuttujia. Tillaisia malleja
sovelletaan paljon tilastotieteen eri sovellusalueilla.
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2.2 Uskottavuusfunktio ja SU—-estimaattori

Uskottavuusfunktio L (6;y) on médritelmén mukaan edellisessd jaksossa midritelty
tilastollinen malli tulkittuna tuntemattoman parametrin 6 funktiona ja kerrottuna
f:sta riippumattomalla, mutta aineistosta mahdollisesti riippuvalla positiivisella suu-
reella ¢ (y). Toisin sanoen,

L(0;y)=c(y) fy (y:0), 0€6©CR

jossa ¢ (y) > 0 (mybhemmin usein ¢ (y) = 1). Monissa uskottavuuspééttelyn tarkaste-
luissa kiytetdin logaritmoitua uskottavuusfunktiota

1(0;y) =log L (0;y).

Kun on aiheellista korostaa uskottavuusfunktion ja sen logaritmin riippuvuutta havain-
tojen lukuméiiristé, merkitédin L, (0;y,,) ja 1, (6;y,,)-

Mallin tuloesitys. Jos havainnot Y7, ..., Y, ovat riippumattomia, voidaan tunnetusti
kirjoittaa

fy (9:0) = fvi (1:0) -+ fv,, (Yn30) .

jossa fy; (yi;0) on svin Y komponentin Y; tf tai ptf. Né&in kiy edellisessé jaksossa
mainitussa yleisessé mallissa (2.6) ja sen erikoistapauksissa (ks. esim. (2.5)). Myos
autoregressiivisen mallin (2.1) tapauksessa saadaan yhteistiheysfunktiolle ja siten
uskottavuusfunktiolle tuloesitys kiiyttden seuraavaa yleistd menettelyi.

Olkoon fy (y;0) svin 'Y = (Y1,...,Y,) ytf tai yptf (Y1,...,Y, voivat olla vek-
toreita). Merkitéin Y; = (Y1,...,Y;) ja vastaavasti y; = (y1,...,%i), @ = 1,...,n.
Seuraavassa néité i:n havainnon aineistoon liittyvid muuttujia kiytetéisin vain apuna
johdettaessa mallille jatkon kannalta kitevi tuloesitys. Jéttden argumentit yksinker-
taisuuden vuoksi pois merkitéén sv:n Y; ytf:ta/yptf:ta symbolilla fy,. Tarkastelun
kohteena olevan m:n havainnon aineistoa vastaavan sv:n Y, ytf/yptf on siten fy,.
Koska Y; = (Y;_1,Y;), saadaan ehdollisen tf:n/ptf:in madritelmés kiyttden

n
I, = v Yoos IYus = vy Sy fyno=""=In" Hfmyi_l-
=2

Kun liséitésin poisjitetyt argumentit tavanomaiseen tapaan, voidaan havaintojen ytf/yptf
kirjoittaa (merkitsemséittéd alaindeksid n vektoreihin Y ja y)

Ty (45 0) = fvi (y1;0) - nyim_l (yily;_1:0)
i—2

tai, kiyttien mukavuussyistd lyhennysmerkintad f; 1 (y:;0) = fv;|v._, (vily;_1:0) ,

n

fy (4:0) = fvi (91;0) - ] fios (i) - (2.7)

1=2
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Merkintsjen ja ehdollisen tf:n/ptf:n médritelmén mukaan on

o Iyiy W) vy (1 e w0 0)
fic1 (yi;0) = : = —
in71 (yifla 9) le,-~~7Yi71 (ylv -y Yi—13 9)

i=2,...,n. (2.8)

Tama4 yleistéé edelld mainitun riippumattomien havaintojen tuloesityksen, joka saadaan
erikoistapauksena, koska riippumattomuudesta seuraa f;_1 (y;;6) = fv; (vi;0), i =
2,...,m.

Uskottavuusfunktiolle saadaan edelld kiytetyin merkinnéin tuloesitys

L(0;y) =c(y) - fri (v1;0) - ] fic1 (wis0) (2.9)
=2
ja sen logaritmille vastaavasti summaesitys
L(0;y) = logc(y) +1log fr; (y150) + Y log fi1 (i 0) . (2.10)
i=2

Edelld kiiytetty ehdollistamiseen perustuvan tilastollisen mallin tuloesitys (2.7) on
yleinen ja toimii aina. Jotta siind olevilla ehdollisilla jakaumilla tai niiden johdan-
naisilla kuten ehdollisilla odotusarvoilla olisi jarkevi tulkinta, on havaintojen oltava
jossain mielessé luontevassa jirjestyksessi. Aikasarja-aineistossa tillainen jéirjestys on
luonnostaan. Mallin tuloesitys olettaa tietoa myos havaintojen vilisestid riippuvuu-
desta, joka on kuitenkin (usein jopa keskeinen) osa mallinnusta.

Koska mallin tuloesitys (2.7) toimii aina, antaa se kiteviin yleisen kehikon tarkastella
uskottavuuspaittelyi riippuvien havaintojen tapauksessa. Joissakin tapauksissa uskot-
tavuusfunktio on kuitenkin helppo johtaa havaintojen riippuvuudesta huolimatta suo-
raan nojautumatta edelld kiytettyyn ehdollistamismenettelyyn. Edellisessé jaksossa
tarkastellut kovarianssirakennemallit ovat esimerkkejé tésté (tosin niissékin voitaisiin
riippumattomien sv:ien Y7, ..., Y yhteisjakaumiin soveltaa ehdollistamista).

Autoregressiivinen aikasarjamalli. Edelld esitettyd voidaan soveltaa autoreg-
ressiiviseen aikasarjamalliin (2.1). Perikkiisilld sijoituksilla nédhdéin helposti, etté
Y; = ¢'yo + & + dgi1 4 -+ ¢ leg, joten Y; 1 || &. Témin ja yhtdlon (2.1)
avulla voidaan helposti todeta (yksityiskohdat jateta% tehtdviksi) ehdollinen jakau-
maidenttisyys Y;|Y;—1 4 Y;|Yi—1 samoin kuin, ettd Y;:n ehdollinen jakauma ehdolla
Yi—1 =yi—1 on N (¢yi—1,0?) (i =2,...,n)."* Koska listiksi Y1 ~ N (¢yo,0?), saadaan
malliksi

fy(y;0) = 7,1_[1 (27T02)71/2 exp {—% (yi — ¢yz’—1)2}
= (27”72)7”/2 exp {_T; (yi — ¢yi1)2} , 0= (¢,0%).

1=1

U\erkintd X 2 Y tarkoittaa, ettd sm:lla tai sv:lla X ja Y on sama jakauma.
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Vastaava periaate yleistyy suoraviivaisesti myos edellisessé jaksossa mainituille mallin
(2.1) yleistyksille. Jos malliyhtélon oikealla puolella on p kappaletta viivistettyjd
havaintoja, riippuu ehdollinen tf fy;|y, , (yi|yi_1;9) p:sté edellisestéi havainnosta
Yie1, -y Yi—p (t8ll6In y_p_1,..,yo tulkitaan tunnetuiksi vakioiksi). Yleisesti kutsu-
taan mallia, jolla on téllainen ominaisuus astetta p olevaksi Markov-malliksi, jollaisia
monet riippuvien havaintojen mallinnuksessa kiytettdvit mallit ovat.

SU-estimaattori. SU-estimaatti 6 = 0 (y) toteuttaa médritelmin mukaan ehdon
L(0;y) > L (0;y) kaikilla @ € © C R%.

Koska logaritmifunktio on kasvava, voidaan SU-estimaatti miéritelld samalla tavalla
myos log-uskottavuusfunktiota [ (6;y) kidyttden. Tulkittuna satunnaisena eli =
0(Y) on 0 SU-estimaattori. Jatkossa kiytetiisin yleensd merkintéi 0 tai 0,, jos
riippuvuutta havaintojen lukuméiristd halutaan korostaa. Asiayhteydestéd selvidi
onko kysymys estimaatista vai estimaattorista.

Edelli oletettiin, ettd SU-estimaatti on olemassa eli ettd uskottavuusfunktio todella
saavuttaa maksimiarvonsa pisteessé 0 ja lisiksi etté 0 (Y) on satunnaismuuttuja tai
satunnaisvektori. Tamé ei ole itsestéén selvid. Menemiittd (mitta)teoreettisiin yksi-
tyiskohtiin mainitaan vain, ettd (erdit) riittéviit ehdot ovat, ettéd uskottavuusfunktio
0 — L (0;y) on jatkuva kaikilla mahdollisilla aineistoilla y ja ettd parametriavaruus
on kompakti (vrt. analyysin tulos, jonka mukaan jatkuva funktio saavuttaa maksimi-
arvonsa kompaktissa joukossa).

Jatkossa SU—estimaattorin olemassaolo tullaan olettamaan. Huomaa kuitenkin,
ettel olemassaolo takaa SU—-estimaatin yksikésitteisyyttd. Useimmissa monimutkaisem-
missa malleissa SU-estimaattia ei voida myoskéin ratkaista suljetussa muodossa, vaan
estimointi joudutaan suorittamaan numeerisia menetelmié kiyttien.

2.3 Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Useissa tilanteissa aineiston havainnot on luontevaa jakaa kahteen komponenttiin,
jolloin aineisto on w = (wy, ..., wy), jossa w; = (v, x;), i = 1,...,n. Jako komponent-
teihin perustuu taustatietoon tai -teoriaan ja ideana on, ettd y—muuttujat ovat regres-
sioanalyysin tapaan selitettivid muuttujia ja x—muuttujat niiden vaihtelua selittavia
"syymuuttujia”. Kumpaankin muuttujaan ajatellaan liittyviin satunnaisvaihtelua
(molempien havainnot on esimerkiksi saatu satunnaisotantaa kéyttéden). Merkitéén
jilleen vastaavia satunnaismuuttujia suurilla kirjaimilla W, W;, Y; ja X;.

Edelli kuvatussa tilanteessa pédasiallinen mielenkiinto kohdistuu usein y—muuttu-
jien riippuvuuteen x—muuttujista, jolloin y—muuttujia tuntuu luontevalta tarkastella
ehdollistamalla z—muuttujien suhteen. Ennen tdhin liittyviid yleistd tilastollista
mallia tarkastellaan yksinkertaista regressioesimerkkii.

Multinormaalijakaumaan perustuva esimerkki. Olkoon Wy, ..., W,, riippuma-
ton otos N (i, X)—jakaumasta. Ositetaan W; = (Y;, X;), jossa Y; on reaalinen ja X;
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((k—1) x 1). Ositetaan odotusarvo p ja (positiivisesti definiitti) kovarianssimatriisi

Y. vastaavalla tavallal®
2
u—[’“] ja 2_[ 7 "12].
o 091 Y22

Talloin sv:n W; yhteistiheysfunktio voidaan kirjoittaa ilmeisin lyhennysmerkinnéin
Jw; = fyv,1x, - fx; ja multinormaalijakauman tunnettujen ominaisuuksien nojalla

Vil (Xi = @) ~ N (g — 012505 (25 — o) ,0%), 0% = 07 — 012599 021,
ja
Xi ~ Ng—1 (g, X22) .
Kun mielenkiinto kohdistuu edelld johdettuun ehdolliseen jakaumaan, on luonte-
vaa ottaa kiyttoon parametrointi

o= [4] + 0122521u2 ja fy' = —0122521,

jolloin
}/;‘ (XZ - ml) ~N (22670—2) 9

jossa z; = [1 z})' ja B =[a 7] ovat k x 1 vektoreita. Merkitsemélls ¢ = (3,0?) ja
kokoamalla vektorissa 5 ja kovarianssimatriisissa a2 olevat parametrit vektoriin A
saadaan tilastolliseksi malliksi

fw (w0) = T fpx, (locs) - (o ) (2.11)

_ 1
= (271'0’2) n/2 exp {_ﬁ

jossa 0 = (1, \) ja parametrit 1/ ja \ vaihtelevat vapaasti (02 > 0 ja A:ssa oleva Ygo
positiivisesti definiitti).

Yhtélon (2.11) oikealla puolella olevan svin X = (Xj,..., X,,) ytf:ta ei ole kir-
joitettu eksplisiittisesti nikyviin, koska sen ei ajatella olevan kiinnostuksen kohteena.
Siité kitytetdin nimitystd marginaalimalli, kun taas mallin toista komponenttia nimite-
tadn ehdolliseksi malliksi. Kun mielenkiinto kohdistuu ehdolliseen malliin ja sen
parametreihin, voidaan marginaalimalli sivuuttaa parametrivektorista 1 riippumat-
tomana tekijind ja 1:td koskeva tilastollinen péittely voidaan perustaa pelkistéin
ehdolliseen malliin. T&ll6in sv:n X havainnot voidaan tulkita kiinteiksi ei—satunnaisiksi
selittdviksi muuttujiksi perinteisen lineaarisen mallin tapaan.

On syyté korostaa, ettéd havaintojen jako komponentteihin perustuu ei-tilastollisiin
argumentteihin ja siihen, ettei y—muuttujaa ole relevanttia tulkita mitéén x:n kompo-
nenttia selittaviksi ”syymuuttujaksi”. Jos niin on, johtaa kiiytetty ehdollistaminen

n

(yi - Z;B)z} : ﬁ1 in (ﬂﬁi; )\)7

=1

virheellisiin johtopéitoksiin. Téllaisessa tilanteessa y—muuttujaan tulisi sisdllyttias ne
z:n komponentit, jotka on aiheellista tulkita ”selitettiviksi” muuttujiksi.

15 Symmetrinen matriisi A (k x k) on positiivisesti definiitti, jos 2’ Az > 0 kaikilla nollasta poikkea-
villa vektoreilla z (k x 1). Jos ' Az > 0 kaikilla z, sanotaan (symmetristd) matriisia A positiivisesti
semidefiniitiksi. Positiivisesti definiitti matriisi on tunnetusti epésingulaarinen.
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Yleinen tapaus. Sovelletaan nyt edelli esitettyi edellisen jakson yleisessé kehikossa.
Olkoon aineistoa w = (wq,...,wy) vastaava satunnaisvektori W = (Wq,...,W,,) ja
fw (w; 0) sen ytf/yptf, joka riippuu tuntemattomasta parametrivektorista 6. Kuten
jaksossa 2.2, voidaan kirjoittaa

n

fw (w;0) = fuy (wi;0) [ [ fwviyw_y (wilwi136),
i=2
jossa W; = (Wq,...,W;) ja w; médritellddn vastaavasti. Ositetaan W; = (Y;, X;),
jossa komponenttien Y; ja X; rooli on kuten edellisessé esimerkissidkin. Jétetdin
argumentit lyhyyden vuoksi merkitsemitté ja todetaan, ettd

fWi—thXi _ in|(Wi—17Xi) ’ fWi—17XL
fWifl fWi71

fWi|Wi71 = _fY|(W1 17 fX|Wz 1°

Tésté ja identiteetistd fu, = fy;|x, fx, saadaan argumentit lisiten

fw (w;0) = fY1|X1 (yl|$1§9)Hfm(Wi,1,Xi) (yilwi—1, x4 0) (2.12)

n

x Iy (21;0) [ ] fxwo, (@il wioi;6).

=2

Yhtélon (2.12) oikealla puolella kertomerkkié edeltdvi tekijé vastaa esimerkin
(2.11) ehdollista mallia ja kertomerkin jélkeinen tekijéd marginaalimallia. Koska para-
metrivektori 6 esiintyy molemmissa, ei tilastollista p#ittelyd voida yleisesti ottaen
perustaa pelkistéin ehdolliseen malliin menettimiittéi informaatiota. Oletetaan néin
ollen esimerkin (2.11) mukainen tilanne eli etté parametri 6 voidaan osittaa 0 = (¥, A),
jossa A esiintyy vain marginaalimallissa ja 1 ehdollisessa mallissa. Kuten edellisessé
esimerkissikin, parametrin 1 mééritelméan yhteydessd on voitu kiyttdd uudelleen
parametrointia. Olennaista kuitenkin on, etté 1 ei riipu parametrista A. Parametri-
avaruus on siten ¥ x A ja malliksi saadaan

fw (w;0) = fyx, ( (y1lz159) Hfm W,_ 1,Xi)(yi|wi71,$i;¢) (2.13)

Xle {E1, HfX\Wz 1 m,|w, 1,)\), (Qﬂ,)\)G\PXA.

=2

Kun mielenkiinto kohdistuu vain ehdolliseen malliin ja sen parametriin v, voidaan
marginaalimalli tulkita parametrista riippumatomaksi vakioksi. Télloin péaddytasn
ehdolliseen uskottavuusfunktioon (ilman vakiotekijés)

) (h;w) = frypx, Walz139 ny|(wl x5 Wil wio, 59) (2.14)
johon parametria v koskeva péittely voidaan perustaa menettdméittéd informaatiota.
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Kuten edellé tarkastellussa esimerkkitapauksessakin, oletetaan ehdollista uskot-
tavuusfunktiota sovellettaessa, ettd muuttujien jako komponentteihin voidaan pe-
rustella ei—tilastollisin argumentein eli ettd x—muuttujat ovat y—muuttujien vaihtelua
selittdvid ”syymuuttujia”, mutta ei pédinvastoin. Téssd ”syymuuttujan” tulkinta ei
kuitenkaan ole yhti selked kuin aikaisemmassa erikoistapauksessa, koska marginaali-
mallin ehdolliset tf:t/ptf:t fx,jw,_, (zilwi-1;\) voivat riippua muuttujista yi, ..., yi—1.

Tilanne on selkedimpi, jos téllaista riippuvuutta ei ole eli jos X;|W,;_1 4 Xi| X1,
jossa X;—1 = (X1,....,X;—1) (: > 2). Kuten multinormaalijakaumaan perustuvassa
esimerkkissd, svin (X7, ..., X;,) havainnot voidaan téllsin tulkita ehdollisessa mallissa
kiinteiksi ei—satunnaisiksi selittdviksi muuttujiksi. Erityisesti télloin jéatetddn mar-
ginaalimallin tarkempi tdsmennys usein tekemétté.

Seuraavassa edell esitettyéd sovelletaan lineaariseen malliin. Siind kuten useissa
muissakin erikoistapauksissa ehdolliset ytf:t fy;|(w,_, x;)(¥ilwi-1,2i;9) (tai yptf:t)
yvksinkertaistuvat, koska ehdollisten jakaumien oletetaan riippuvan vain kiinteisti
médristd vektorin (w;_1,x;) komponentteja (esimerkiksi vain komponenteista z; ja
yi—1). Esitetyt periaatteet eiviit rajoitu lineaariseen malliin, vaan ovat relevantteja
my6s muissa malleissa, joissa on ”selitettdvid” ja ”selittavid” muuttujia.

Sovellus lineaariseen malliin. Oletetaan yhtdlon (2.13) tilanne ja keskitytddn
ehdolliseen malliin ja sen parametriin. Oletetaan lisdksi, ettd Y;|(W;_1, X;) 4 Yi|Zi
ja

Yi|(Zi = %) ~ N (2]3,0%) (2.15)

jolloin pé##dytédsin normaaliseen lineaariseen regressiomalliin. Téssd kiinteddimen-
sioinen vektori Z; (p x 1) siséltéé relevantteina pidetyt vektorin (W;_1, X;) kompo-
nentit ja lisiksi mahdolliset kiinteiit selittéjéat kuten vakiotermin ja indikaattorimuut-
tujat, joilla otetaan huomioon poikkeavia havaintoja. Konkreettisina esimerkkeiné
voidaan tarkastella tapauksia Z; = (1, X;) ja Z; = (1,Y;-1, X;). Edellinen johtaa ”ta-
vanomaiseen” regressiomalliin, jossa on vakiotermin liséiksi selittdviind muuttujana
vektori X;. Jalkimmaéinen yleistdd jaksossa 2.1 esitetyn autoregressiivisen aikasar-
jamallin tapaukseen, jossa on myots vakiotermi ja ulkopuolisia selittdvii muuttujia.
Tapauksessa ¢ = 1 oletetaan tilloin, ettd Yy = yg on tunnettu vakio. Mallin méarit-
tely ja uskottavuusfunktion johto voidaan yleistidi suoraviivaisesti tapaukseen, jossa
vektorissa Z; on useita edeltivii selitettdvin muuttujan havaintoja tai edeltévii selit-
tdvien muuttujan havaintoja.
Malli voidaan esittda myos kiyttien yhtélod

Yi=ZB+e, i=1,..,n, (2.16)

jossa €1, ....,en ~ N (0,02) I ja (Wier, Xi) || & kaikilla i = 1,...,n. Télloin pétee
myos Z; || €; ja menettelemilld kuten autoregressiivisen aikasarjamallin tapauksessa
néhdsdn, etté yhtalosti (2.16) paddytiasn ehdolliseen normaalijakaumaan (2.15). Yhtéi-
16 (2.16) otetaan usein mallin ldhtokohdaksi. Mallin johtaminen edellisessd jaksossa
esitettyd tapaa kiyttien osoittaa kuitenkin, mité satunnaisten selittéjien tapauksessa
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taytyy olettaa, jotta mallia voidaan kiyttdi ajatellulla tavalla. Esimerkiksi tapauk-
sessa Z; = (1,X;) oletetaan selittdvit muuttujat X; usein kiinteiksi perinteisen li-
neaarisen mallin tapaan. Kuten edellisessé jaksossa todettiin, tdméa on loogista, jos
Xi| Wi 4 X;|X;—1, mutta ei, jos X; riippuu esimerkiksi satunnaiseksi tulkitusta
Y;_1:sté (ja siten myos €;_1:8té).

Oletetusta jakaumarelaatiosta (2.15) ja edellisessé jaksossa esitetysté seuraa, etté
ehdollinen uskottavuusfunktio (ks. (2.14)) on muodollisesti samanlainen kuin ta-
vanomaisessa lineaarisessa mallissa eli

9 (8,0% w) _(02)—”/%@{—% (yz-—zzﬂf}, BER’, 0% >0, (217)

kun parametriavaruus mésritellisin regressiomalleissa tavanomaisella tavalla. Para-
metrien 3 ja 02 SU-estimaattoreiksi saadaan siten (ks. lineaaristen mallien kurssi)

n

n -1 5
b= <Z Zﬂé) Y zYi ja &= % S - Zp). (2.18)
=1 =1

i=1

Kiinnostavan parametrin 3 estimointi sujuu néin ollen helposti pienimmén nelivsum-
man (PNS) menetelmélli.

2.4 Pistemairidfunktio ja informaatio

Oletetaan, ettéd uskottavuusfunktio 6§ — L (0;y) on kahdesti jatkuvasti derivoituva
jokaisella y. Log-uskottavuusfunktion [ (0;y) = log L (6; y) gradienttivektoria

$(0:9) = 35 09) = (G (B50) el 0i0))

sanotaan pistemdadrafunktioksi tai pistemdadraiksi ja —1 kertaa toisten osittaisderivaat-
tojen matriisia

02 02 d
J(6;y) := —WZ(Q; y) = [—89—691)5(9; y)]

a,b=1

sanotaan havaituksi informaatio(matriisi)ksi.'°

méidritelmén mukaan

Fisherin informaatio(matriisi) on

62

——1(0;Y)|,

0006’ ( )]

jossa odotusarvon &dérellisyys tulkitaan mésritelméain siséltyviksi oletukseksi.

Log-uskottavuusfunktion summalausekkeesta (2.10) nihdéin, ettd pisteméira voi-
daan kirjoittaa summana

T(0)—El7 0:Y)] - |-

0;y) = Zuz Oryi),  wi(O;y) = ;QIngl ZHOR (2.19)

16Symboli := (vast. =:) miirittelee vasemman (vast. oikean) puolen merkinnin.
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jossa fo (y1;0) = fv, (y1;0). Vastaavasti havaitulle informaatiolle ja Fisherin infor-
maatiolle saadaan summaesitykset

j(Q y Z 8969/ log fi— 1(yZ7 ) (2'20)
ja
ZE[ a5 e fi1 (Yi0) | (2.21)

Havaintojen ollessa riippumattomia ja samoin jakautuneita ovat viimeksi mainitun
summaesityksen yhteenlaskettavat identtiset ja Z (6) = nE [-0?log fy; (Y1;0) /0000'] .
Jos yksittdisen havainnon Fisherin informaatio on positiivisesti definiitti, seuraa posi-
tiivisesti definiitin matriisin mééritelmésté, etté jokaisen parametrin informaatio kas-
vaa havaintojen midridn kasvaessa. Yleisessé esityksessd (2.21) samanlaisen infor-
maation kasvamisen takaa, ettd jokainen yhteenlaskettava on positiivisesti definiitti.
Yleenséd mallit toteuttavat tédllaisen ”séénnollisyysehdon”, joskin poikkeustapauksia
esiintyy.

Tilastollisen p#ittelyn kurssilla on kisitelty pisteméiirdn sekd Fisherin informaa-
tion ja havaitun informaation ominaisuuksia ja merkitysté tilastollisen péittelyn teo-
riassa. Ns. sddnnollisille malleille on todettu tulokset

E[s(0;Y)] =0 (2.22)

ja
Covls(0;Y)=E[s(6;Y)s(6;Y)] =Z(0). (2.23)
Niiden liséiksi on todettu, ettd Fisherin informaatiomatriisin avulla voidaan vas-
tata kysymykseen kuinka tarkasti mallin parametria 6 tai sen funktiota voidaan esti-

moida. Erds muotoilu tille ns. informaatioepdyhtdlolle sanoo, ettd parametrivektorin
0 mille tahansa harhattomalle estimaattorille T = ¢ (Y) pitee

a'Cov(T)a>dZ(0) ' a kaikilla a € R?
tai toisin ilmaistuna
Cov(T)—Z(0) ' >0, (2.24)

jossa epdyhtilo tarkoittaa, ettd vasemmalla oleva matriisi on positiivisesti semidefi-
niitti. Jos Cov (T) = Z(0)', on estimaattori T tdystehokas. SU-estimaattori on
todettu tidystehokkaaksi ”suurissa otoksissa” ja "riittévien sdinnollisyysehtojen val-

litessa”, silli tallsin 6 ~ N (9,1(9)*1) .

as

Parametrien ortogonaalisuus. Tarkastellaan tilannetta, jossa mallin fy (y;6)
parametrivektori voidaan osittaa kahteen komponenttiin § = (1, \), jossa seki 1
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ettd A voivat olla vektoreita. Kuten tilastollisen pédttelyn kurssilla, ovat paramet-
rit ¢ ja A méidritelmédn mukaan ortogonaalisia, jos Fisherin informaatiomatriisi on
lohkodiagonaalinen. Toisin sanoen, jos ositetaan

Ly (0) Ly (0
I(Q)—[ vy (0) d»\()]
Ixy (0) Txn (0)
niin ortogonallisuus pétee, kun
82
——l
OVoN
Téamé on hyddyllinen ominaisuus, sillé sen voimassa ollessa parametreja v ja A koske-
vat estimointi- ja testaustarkastelut ovat (suurissa otoksissa) likimain riippumatto-
mia. Ortogonaalisuuden médritelméé kiyttien ndhdéén helposti, ettd mallissa (2.13)

ehdollisen mallin ja marginaalimallin parametrit ¢ ja A ovat ortogonalliset (perustelu
jatetddn tehtéviksi).

Tyn (0) = Ty (0) =E [ (0; Y)} =0.

Esimerkki lineaarisesta mallista. Tarkastellaan edellisen jakson lineaarista mallia
kiiyttien ehdollista uskottavuusfunktiota (2.17).  Merkitsemilli 1) (8,02 w)
= log L(©) (B 02 'w) nihdéén suoraviivaisella derivoinnilla (vrt. lineaaristen mallien
kurssi), etté

9 (.
agt (B.o%w) =533 7 (i = =if)
ja
0 (e n R 2
gt (B:0%w) = —g + 5,32 (= a0)

Kéyttiden yhtilon (2.16) jilkeen mainittuja riippumattomuutta (W;_1, X;) || &,
i=1,..,n (jasen seurausta Z; || ;) voidaan helposti todeta, ettd

9 c 2 . 9 c 2
Eo [8—Bz< ) (8,0 ;W)} =0 ja Eg [Wl( ) (8,0 ;W)} = 0.
Samaan tapaan voidaan myos todeta tulos
9 (e 9 e
£ | 50l (5.0% W) 351 (5.0 W) | 0.

josta seuraa, etti parametrit 3 ja o2 ovat ortogonaaliset. Parametrien 3 ja o2 havaittu
informaatiomatriisi ja edelleen Fisherin informaatiomatriisi (tai sen puuttuvat osat)
voidaan myos johtaa helposti. Laskelmat ja lopputulos eivit poikkea muodollisesti
lineaaristen mallien kurssilla esitetysta.

Edelld mainitut pistemédrian odotusarvoa koskevat tulokset voidaan perustella
myds toteamalla, ettd {Z;e; };, on MD—jono informaatiojoukon (W;, X; 1) suhteen.
Téamé ndhdéén helposti kiiyttden riippumattomuutta (W,_1,X;) || €, i=1,...,n,
ja yhtélostéd (2.16) suoraan saatavaa yhtdlod ¢; = Y; — Z/3 (vksityiskohdat jétetésin
tehtéiviiksi). Pisteméiiré on téssé tapauksessa siten martingaali. Vastaava tulos pétee
itse asiassa varsin yleisesti, kuten seuraavassa nihdéén.
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Pistemiirin martingaaliominaisuus. Tilastollisen pééttelyn kurssilla SU—esti-
maattorin asymptoottisen normaalisuuden perustelu hahmotellaan iid—tapauksessa.
Jaksossa 2.5.2 vastaavanlainen perustelu esitetdéin olettamatta riippumattomuutta ja
jakaumien identtisyyttd. Kéyttiden jaksoissa 1.1 ja 1.2 esitettyjd tuloksia esitetédin
perustelu liséiksi hieman tésmiillisemmin. N&itd tarkasteluja varten todetaan edel-
lisen esimerkin yleistyksené kuitenkin ensin, etts ”séédnnollisessd” mallissa pistemééra
on martingaali. Tarvittaviksi sdédnnollisyysehdoiksi kelpaavat tilastollisen padttelyn
kurssilla kiytetyt ehdot, jotka ovat vektoriparametrin tapauksessa seuraavat.

Saannolliset mallit. Jatkuva malli (eli ytf) fy (y;0), 6 € © C R?, on siinnollinen,
jos seuraavat ehdot ovat voimassa (kaikilla havaintomédrilla n > 1):

(a) jakauman alusta eli joukko A = {y: fy (y;6) > 0} ei riipu 0:sta,
(b) funktiolla # — fy (y;0) on jatkuvat toiset osittaisderivaatat jokaisella y,

(c) aina kun T'=1¢(Y) on tunnusluku, jolle Eg (T") on olemassa kaikilla 6, pétee

0 )
a_eaft(y) Ty (y:9) dy—/t(y)a—eafy (y;0)dy, a=1,...d,
ja liséksi
0? 92
(@) 89a89b/fY(y?9)dy:/me(y;Q)dy, a,b=1,...,d,

Diskreetin mallin eli yptfin fy (y;0) sddnnollisyys médritellién samalla tavalla, kun-
han (c)- ja (d)-ehdossa integraalit korvataan summilla.

Tulosten (2.22) ja (2.23) todistamista varten voidaan ehdossa (c) rajoittua tapauk-
seen ¢ (y) = 1. Yleisemmissd muodossaan ehtoa (c) tarvitaan informaatioepdyhtélon
(2.24) todistamiseen (ks. tilastollisen pédttelyn kurssi). Kuten seuraavan lauseen
todistuksesta néhdéin, riittédé tapaus ¢ (y) = 1 pistemééirin martingaaliominaisuuden
toteamiseen. Téssé lauseessa ja sen todistuksessa on aiheellista osoittaa merkinnoissé
havaintojen lukuméiird, joten merkintdjen s (6;y) ja Z (0) asemesta kiiytetdin mer-
kintoja s, (0;y,,) = Ol (0;y,,) /00 ja L, (0) . Kuten séénnsllisyysehdossa (c), liséitésin
odotusarvo- ja kovarianssioperaattoreihin myos selvyyden vuoksi parametri 6 osoit-
tamaan laskelmissa kiytettivid jakaumaa.

Lause 2.1. Jos malli on sddnnollinen, niin (i) Eg[s, (0; Y,)] = 0 kaikilla n > 1
ja (i) Eg[sn (0; Yn) | Yn-1] = sn—1(0; Y1) kaikilla n > 2, joten jono s, (0; Y,),
n = 1,2, ..., on martingaali informaatiojoukon Y,, = (Y1,...,Y,,) suhteen. Lisiksi
pétee (iii) Covg [sn (0; Yyn)] = Z,, (0) .

Lausen todistuksesta nihdéén, ettd (6:n ollessa ”todellinen” parametriarvo) u; (6;Y;)
i>1 (ks. (2.19)), on MD—jono informaatiojoukon Y; suhteen. Lause mahdollistaa
martingaalien KRL:den soveltamisen pisteméiridfunktioon, mikd on keskeinen osa
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SU-estimaattorin asymptoottisen normaalisuuden toteamisessa. Jaksossa 1.2 esitetty
KRL (Lause 1.6) on yksi mahdollisuus téssd suhteessa. Mallin (varsin lievéin) sidén-
nollisyyden lisdksi vaaditaan MD—jonolta u; (0;Y;), ¢ > 1, hieman lisdehtoja, mutta
iid—tapauksesta voidaan kuitenkin poiketa huomattavasti.

Lauseen 2.1 todistus: Koska viitteet (i) ja (iii) on todistettu (tapauksessa d = 1)
tilastollisen padttelyn kurssilla, todistetaan vain viite (ii) olettaen jatkuva malli.
Todetaan ensin, ettd Médritelmén 2.1 vaatimus (i) valinnalla F; = Y; on ilmeinen.
Yhtilostd (2.23) ndhdéin, ettd s, (0; Y,):n komponenteilla on &érelliset toiset mo-
mentit, joten Médritelmén 2.1 vaatimus (ii) on my6s téytetty. Né&in ollen riittad
todeta, ettd s, (0; Y,,) toteuttaa Madritelmén 2.1 vaatimuksen (iii) eli (ks. viite (ii))

Eo [0 (0; Y0) | Yuo1 =9y, 1] = sn-1 (059, 1) kaikilla y, ; ja kaikilla n > 2.

Yhtilostd (2.19) ndhdéén, ettd vektorin s, (0; Y,) a. komponentti on

0
Sa,n (97 Yn) = Sa,n—1 (9, Yn—l) + % IOg fn—l (YTH 9) (n > 2) s

joten ehdollisen odotusarvon ominaisuuden EO4 perusteella riittid osoittaa, etti

0
Agn (yn,l) = Ey [87 log frn—1 (Yn;0) ‘Yn,l =vy,11=0, a=1,...,d.

Koska fy, |y, _, (yn|yn_1;0) = fn—1 (yn; 0) ja (ks. yhtilo (2.8))
108 fr—1 (yn; 0) =log fy, (¥,;0) —1og fy,_, (y,_1:0),
niin
0
Aoy (Y1) = /aTIngn—1 (Yn; 0) - fr1 (yn; 0) dyn

0 0
= / log fy, (Yn;0) - fn—1(yn;0) dyn—/évlogfyn_l (Yn_150) - fa1 (Yn; 0) dyy,

00,
0 0

= /89 longn(yn;Q)~fn_1(yn;9)dyn—8710gfyn—1 (yn_1;9)/fn_1(yn;9)dyn
8fY (y ;9)/89(1 0

= n \In et (yn; 0) dyp — —— 1 1 (y,_1:0).

Viite seuraa, koska viimeiselld rivilld oleva integraali voidaan kirjoittaa (ks. (2.8))

1 0 1 9
n n’edn = / n—1,Yn n—1» naedn
Ao e it = g [ e (i)
1 0
- YR n—1;0
fYn—l (ynfl;e) aea.fYrk1 (y ! )

0
= . 10g fy,_, (Yn_1:0) -

Téssé ensimméinen yht#lo perustuu sddnnollisyysehdon (c) ensimméiseen osaan (¢ (y) = 1)
ja toinen kaavaan, jolla sv:n Y,_; reunajakauman tf saadaan svin (Y,—1, Y,) yhteis-
jakauman tf:sta. O
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2.5 SU-estimaattorin asymptotiikka'”
2.5.1 Tarkentuvuus

Kuten tilastollisen pidittelyn kurssilla on todettu, tdytyy SU—estimaattorin tarkentu-
vuutta tarkasteltaessa ottaa kiyttoon oma merkinté 6y ”todelliselle” parametriarvolle.
Toisin sanoen, 6y € © on se parametriavaruuden piste, joka vastaa aineiston tuot-
tanutta todennikoisyysmekanismia, kun taas 6 esiintyy mallissa ”vapaana” muuttu-
jana ja kuvaa mahdollisia vaihtoehtoisia parametriarvoja. Tarve todelliselle paramet-
riarvolle tulee pitkilti siité, ettd SU—estimaattoria ei voida yleisesti lausua suljetussa
muodossa havaintojen funktiona kuten esimerkiksi otoskeskiarvo eli odotusarvon SU-
estimaattori normaalimallissa tai yleisemmin PNS-estimaattori (normaalissa) line-
aarisessa mallissa. Tillaisissa tapauksissa tarkentuvuuden osoittaminen vaatii yleensé
vain SLL:n soveltamista. Seuraava esimerkki havainnollistaa téta.

PNS—estimaattorin tarkentuvuus. Jatketaan aikaisempaa lineaarisen mallin esi-
merkkié ja tarkastellaan PNS—estimaattoria (ks. jakson (2.3) loppuosa)

n -1 5 n -1 n
- (Lazm) Yan-s(iyaz) 13ze e
=1 =1 i=1 i=1

jossa (8 viittaa siis todelliseen parametriarvoon. Viimeisen summan jilkimméisessi
termissé esiintyy kaksi keskiarvoa, joihin voidaan ”sopivin” ehdoin soveltaa SLL:ia.
Tallaisia ehtoja tarkasteltiin jaksossa 1.2.1, joten tissd yhteydessd asetetaan vain
hyvin yleisluonteiset ehdot. Oletetaan ensinnikin, etti

1 n
- g ZiZ! % Q, Q ei-satunnainen ja positiivisesti definiitti. (2.26)
n

i=1

Téssd stokastinen konvergenssi pétee (ks. jakso 1.2.1), kun {Z;}7°, on esimerkiksi iid—
jono tai yleisemmin m-riippuva ja E(Z;{i) < C < oo kaikilla a ja i (Cauchy-Schwarzin
epdyhtilon avulla ndhdéén, ettd télloin matriisin Z;Z] alkioiden toiset momentit ovat
rajoitettuja). Kun tdhén lisdtédén vaatimus raja-arvon positiivisdefiniittisyydesti,
saadaan (ks. Lause 1.1 ja Seurauksen 1.2 jélkeinen keskustelu)

n -1
(1 > Zﬂ{) 2t
n i=1

Koska {Z;e;};2, on MD—jono (ks. edellinen jakso), se on korreloimaton ja liséiksi
E(Za,iei) = 0 seki E(Z7 ;e7) = E(Z2,)E(e?) = 0°E(ZZ ), jossa edellinen yhtls seuraa
riippumattomuudesta. Edelld jo kiytetty momenttien rajoittuneisuus takaa siten

SLL:n
1 n
- Z ZiEi £> 0.
n =1

1"T4mén jakson oheislukemistona voi kiyttiis esimerkiksi T. Amemiyan teoksen ” Advanced Econo-
metrics” (Harvard University Press, 1985) lukuja 4.1 ja 4.2.
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Yhdistamalld edelld johdetut stokastiset konvergenssit PNS—estimaattorin summa-
esitykseen saadaan Lauseen 1.1 avulla tulos B EN 0 eli B :n tarkentuvuus. Huomaa,
ettd esitetyt padttelyt eivit vaatineet normaalisuusoletusta misséén, joten ne péteviit
yleisesti, kun {g;};2; iid-jono odotusarvona nolla ja varianssina o2 < cc.

SU—-estimaattorin tarkentuvuus. Seuraavassa lauseessa esitetéiin yleisluonteiset
riittavit ehdot SU—estimaattorin 9n tarkentuvuudelle eli tulokselle 9n 2, 9y. Huo-
maa, ettd tésséd samoin kuin seuraavassa esitettidvissd konvergenssituloksissa ja muissa
todennikoisyyspéitelmissé oletetaan aineistoa vastaavan sv:n Y, noudattavan todel-
lisen parametriarvon mukaista mallia fy (y,,;60) Havainnollisuuden vuoksi osoite-
taan SU-estimaattorin samoin kuin log-uskottavuusfunktion riippuvuus havaintojen
lukuméiristd n. Kuten aiemmin mainittiin, oletetaan SU—estimaattorin olemassaolo.

Koska SU-estimaattorille ei yleisessé tapauksessa ole eksplisiittistéd lauseketta,
joudutaan tarkentuvuuden osoittamisessa kiyttémidn pelkistidin uskottavuusfunk-
tiota tai pikemminkin log—uskottavuusfunktiota. Ennen tarkentuvuuden toteavan
lauseen muotoilua esitetdéin intuitiivinen motivaatio sen kahdelle oletukselle.

Ensimmaéisessé oletuksessa vaaditaan, ettd havaintojen lukumé&érilla skaalattu
log-uskottavuusfunktio n =11, (9; Y,,) konvergoi stokastisesti kohti ei-satunnaista funk-
tiota I (0), joka voidaan tulkita odotusarvon Eg, [n~1l, (6; Y;,)] raja-arvoksi. Koska
tdmé stokastinen konvergenssi oletetaan tasaiseksi parametriavaruudessa ©, on
n~ 1, (0; Y,) "suurilla” havaintomirilli ja todennikoisyydelli, joka on lihes yksi,
"lihelld” rajafunktiota [ () eiki ”liheisyys” riipu siitd miki parametriarvo on kysymyk-
sessi. Koska lauseen toinen oletus takaa, ettd rajafunktiolla [ () on yksikisitteinen
maksimi pisteessi 0, tuntuu intuitiivisesti luonnolliselta, etté log-uskottavuusfunktion
n~11, (9; Y,,) maksimipiste ,, konvergoi stokastisesti kohti I (0):n maksimipistetté eli
todellista parametriarvoa 6.

Lause 2.2. Olkoon [ : © — R ei-satunnainen funktio. Jos
(1)

(ii) jokaisella e >0, supjg_g,|>e 1(9) < 1(o),

1 _
El" (0;Y,) 5 1(0) tasaisesti joukossa © ja

niin SU-estimaattori on tarkentuva eli 9n 2, 0.

Lauseen todistus ei ole kovin pitkd, mutta tekninen ja esitetéiiin jakson lopuksi.
Oletusten yleisluonteisuuden vuoksi lauseen merkitys on pitkilti periaatteellinen.
Konkreettisissa tilanteissa oletukset (i) ja (ii) téytyy tarkistaa kiyttden tarkasteltavan
mallin erityispiirteiti ja oletuksia. Huomaa, etté uskottavuusfunktion derivoituvuut-
ta ja siten edellisessé jaksossa médriteltyd mallin sédnnollisyytté ei téssid vaadita.

Yhtilosts (2.10) nihdisn, ettd n='l, (0; Y,) on otoskeskiarvo, joten konkreet-
tisissa tilanteissa oletus (i) todetaan soveltamalla jotain useista kirjallisuudessa esi-
tetyistd tasaisista SLL:sta. Kuten jakson 1.2.1 lopussa mainittiin, eiviit tasaisten
SLL:ien takaavat ehdot ole yleenséd aivan yksinkertaisia ja joissakin tapauksissa nii-
den paikkansa pitdvyys voi olla hankala varmistaa. On kuitenkin positiivista, etti
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tasaisia SLL:ja on esitetty varsin monin erilaisin oletuksin sallien havaintojen riippu-
vuus ja jakaumien heterogeenisuus.

Lauseen oletuksessa (ii) || — || voidaan tulkita parametriarvon 6 etéisyydeksi
todellisesta parametriarvosta 6y ja koko oletus voidaan tulkita parametria 6 koske-
vaksi identifiointiehdoksi. T#min oletuksen mukaan [ () eli funktion I arvo missi
tahansa pisteessd 6, jonka etiisyys todellisesta parametriarvosta 6y on vihintéin
mielivaltaisen (pienen) positiivisen reaaliluvun e kokoinen, on aina pienempi kuin
[(6p) eli funktion [ arvo todellisessa parametriarvossa fp. Tamiin perusteella on
selviid, ettd oletus (ii) takaa, ettd funktiolla [ on yksikisitteinen maksimi pisteessé 6o
(piirrd kuva tapauksessa © C R2!).18

Riippumattomien ja samoin jakautuneiden havaintojen tapauksessa on [ (f) =
Eg, [log fy; (Y1;0)]. Téllsin oletus (ii) vaatii olennaisesti, ettd fy, (y,;0) ja fy,, (Yn;6o)
ovat eri jakaumien pistetodennékoisyys- tai tiheysfunktioita, kun 6 # 0y (vrt. tilas-
tollisen padttelyn kurssilla mainittu identifiointiehto).

Edelli esitetyistd konkreettisia tilanteita koskevista varauksista huolimatta on
Lause 2.2 sikili hyodyllinen, ettd se osoittaa yhden varsin paljon kiytetyn periaat-
teen, jolla SU-estimaattorin (ja muiden saman tyyppisten estimaatorien) tarkentu-
vuus voidaan todeta yleisesti eiki vain iid—tapauksessa. Jotkut kirjoittajat puhuvat
oletusten (i) ja (ii) yhteydessid tarkentuvuustodistuksen perusrakenteesta. T#amin
perusrakenteen ja siihen liittyvien yleisten periaatteiden ymmértiminen on tdmén
kurssin kannalta olennaisempaa kuin tekniset yksityiskohdat.

Lauseen 2.2 todistus: Olkoon ¢ > 0 mielivaltainen. Oletuksen (ii) mukaan ehdosta
|0 — Og]| > € seuraa, ettd jollain 7 > 0 pitee joukossa {0 € © : |0 — Oy|| > ¢}

1(0) = 1(6o) < sup 1(0) —1(6o) < —.
[

Tistd voidaan pitelld {|| 6, — 0 || > e} € {I(6,) — 1 (60) < —n} ja edelleen

P{l| 6 — 60 || =} < P{I(60) —U(B) > n}. (%)

Riitta4 siis osoittaa, ettd epdyhtélon oikea puoli konvergoi nollaan. Oletuksesta (ii)

seuraa, ettd funktio I maksimoituu pisteessi 6g, joten I (6g) — I(6,) > 0 ja riittis

— A

osoittaa, etté I (0g) — 1(0,) 2> 0 (ks. stokastisen konvergenssin médrittelyehto (1.1)).

'8Oletuksen (ii) asemesta Lauseessa 2.2 olisi ollut miellyttivimpii olettaa, ettd funktiolla I on
yksikésitteinen maksimi pisteessd 0. Tamé ei kuitenkaan riitd ilman lisdehtoja eikd vélttdméatta
takaa oletuksen (ii) paikkansa pitdvyytté.
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Todetaan seuraavaksi, etté

— — A

0 < 1(6g)—1(0y)
- 1 1 N .

— N

< I . _ fo . —

- 1 1 = A
< I . _ . _
< 2sup lln (97 Yn) - _(9)' :

0co |1

Téssé toinen epiyhtilo seuraa epédyhtélostd I, (6o; Vi) — ln(én; Y,) < 0, kolmas
itseisarvon ominaisuudesta ja neljds supremumin ominaisuuksista. Oletuksen (i) ja
tasaisen stokastisen konvergenssin mééritelmén nojalla

(0 V)~ 10)| 20,

sup
0cO

josta seuraa tulos I (6g) — I(6,,) 2 0 ja epéiyhtilon (x) perusteclla edelleen tarkentu-
vuus. [

2.5.2 Asymptoottinen normaalisuus

Kun SU-estimaattorin tarkentuvuus on todettu, voidaan asymptoottinen normaali-
suus osoittaa kidyttden pisteméiirin Taylorin kehitelmiié tai viliarvolausetta. Tamé
vaatii uskottavuusfunktion toisten derivaattojen olemassaolon, joka seuraa mallin
oletetusta sidnnollisyydestd (ks. jakso 2.4). Keskeinen elementti SU—-estimaattorin
asymptoottisen normaalisuuden osoittamisessa on néisti ehdoista seuraava pistemédrian
martingaaliominaisuus (ks. Lause 2.1), joka sopivin lisiehdoin mahdollistaa mar-
tingaalien KRL:een soveltamisen (ks. Lause 1.6). Seuraavassa esitettéivi PNS—
estimaattoria koskeva esimerkki havainnollistaa yleisessd tapauksessa vaadittavia tar-
kasteluja.

PNS—estimaattorin asymptoottinen normaalisuus. Edellisen jakson PNS—
estimaattoria koskevan esimerkin yhteydessé esitetystd yhtélostéd (2.25) seuraa

n -1 n
V(B - B) = (% Z ZiZ£> % Z Z;g;. (2.27)
=1 =1

Oletetaan edelleen, etté oikealla oleva matriisi toteuttaa ehdon (2.26). Koska {Z;e;}:2,
on lisiiksi todettu MD—jonoksi, toteuttaa n /2 >y Ziei sopivin oletuksin KRL:een.
Riittévit ehdot saadaan Lauseesta 1.6, mutta erityistapauksissa muitakin vaihto-
ehtoja voidaan kiyttid. Sivuutetaan téssi yhteydessi tekniset yksityiskohdat ja esi-
tetddn vain tarkastelujen pédpiirteet. Todetaan ensiksi tulos

L - ) = 21 - 7l
Cov <\/ﬁ;Z,s,> =0 n;E(ZZZZ-),
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jonka perustelu jitetdéin tehtéviksi. Tamén ja ehdon (2.26) perusteella (vrt. Lause
1.6) ei ole rajoittavaa olettaa

1 < d
% ; Ziei — N ((), OQQ) ,

jossa matriisi Q on kuten ehdossa (2.26).1 Kiyttdien Lauseita 1.4 ja 1.3 (ks. myos
Seuraus 1.2) voidaan edelld todetusta péételld PNS—estimaattorin asymptoottinen
normaalisuus

V(B —B) %N (0,0°Q)
tai toisin ilmaistuna 3 ~ N (8,02Q™"). Kuten tarkentuvuuden tapauksessakin, ei

virheiden normaalisuusoletus ole téssé vilttaméiton, kunhan oletetut raja-arvovéittamét
vain piteviit. Huomaa myos, etté lineaarisen mallin kurssilla esitetty PNS—estimaattorin
eksakti normaalisuus ei pdde (edes virheiden ollessa normaalisia), kun selittévien
muuttujien joukossa on viiviistettyja selitettdvin muuttujan arvoja.

Seuraavassa esitettivi yleisen SU—estimaattorin asymptoottisen normaalisuuden
perustelu on periaatteessa téssd tarkastellun esimerkkitapauksen kaltainen, mutta
vaatii lisdtarkasteluja, koska estimaatorin lauseketta ei voida esittéd ekplisiittisessé
muodossa.

SU—estimaattorin asymptoottinen normaalisuus. Merkitéén jilleen s, (0; y,,) =
ol (0;y,,) /00 ja sqn (6;y,) = 0l (0;y,) /00, (a =1,...,d). Kuten edellisessi jak-
sossa, oletetaan seuraavassa esitettévissd todennikoisyyspaitelmissd aineistoa vas-
taavan sv:in Y, noudattavan mallia fy, (y,,;00)-

Liiallisten teknisten tarkastelujen vilttémiseksi oletetaan, etté parametriavaruus
© C R? on avoin ja konveksi. Usean muuttujan funktion viliarvolauseesta saadaan
talloin yhtilo 20

~ — A~

Sa,n(9n§ Yn) = Sa,n (90; Yn) + Wsa,n (ea,n; Yn) (071 - 90)7 a = 17 ceey d,

jossa vilipisteelle 9(1,” = cab, + (1 —=cq)0p, 0 < ci < 1, pitee || 9(17” — 6o |
<|| 6, =060 || (a=1,...,d). Koska —9s,, (0; Yy) /98 on havaitun informaatiomat-
riisin J, (0; Yy) = —0%1,, (0; Yy,) /0006 a. rivi, voidaan edelli esitetyt yhtilot koota
yhtéloksi

Sn(én; Yn) = Sn (003 Yn) - jn (éna Yn) (971 - 00)7 (228)

jossa matriisin 7, (9n; Yn) a. rivi on yhta kuin matriisin 7, (9(17”; Yn) a. rivi (eli mat-
riisin 7, (6,; Y5,) eri riveilld on eri vilipisteet). Koska SU-estimaattorin olemassaolo

19 Jos oletetaan svin Z; komponenttien neljéinsien momenttien rajoitettuneisuus eli E (Z;lﬂ-) <C<
o0, voidaan tdmé oletus perustella Lauseen 1.6 avulla.

20Jos d:n muuttujan funktio f : © — R on derivoituva, niin merkinnilla 8f (0) /00’ tarkoitetaan
osittaisderivaatoista muodostettua vaakavektoria df (6) /00" = [0f (9) /001 --- Of (0) /904] (1 X d).
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oletetaan, on sn(én; Y,) = 0 ja, jos matriisi 7, (9n; Yn) oletetaan episingulaariseksi,
saadaan edelleen yht&lo

1
vn
Edelld tarkastellun (normaalisen) lineaarisen mallin tapauksessa timé yht#lo supistuu
yhtiloksi (2.27) (t#lloin o2 supistetaan pois yhtilon (2.27) oikealle puolelle tulevasta
kahdesta tekijiastd). Kuten tdssid esimerkkitapauksessakin, on tehtdvind perustella

yhtélossd (2.29) suoritettu matriisin kééntédminen ja osoittaa, ettd sen oikea puoli
konvergoi jakaumaltaan kohti multinormaalista satunnaisvektoria.

. 1 - - -1
\/7_7'(911 - 90) = <Eu7n (ena Yn)) Sn (90§ Yn) . (2'29)

Tarkastellaan ensin yht&lon (2.29) oikean puolen ensimmaéisté tulontekijéé. Yhtalos-
td (2.20) niihdsdn, etti n =17, (9a7n; Yn) on otoskeskiarvo, joten sopivin ehdoin sithen
voidaan soveltaa SLL:ia. Argumentin 6,, satunnaisuuden vuoksi joudutaan kiyt-
tdmédn havaittua informaatiota koskevaa tasaista SLL:ia (ks. Lause 1.5), jollaista ei
tarvittu lineaarisen mallin tapauksessa (ks. ehto (2.26)). Koska Fisherin informaatio
on méiiritelmén mukaan havaitun informaation odotusarvo, on luontevaa olettaa

1

—Jn (0;Y,) LT (0) tasaisesti joukossa ©, (2.30)
n

jossa Z () masritellisin raja-arvona (ks. (2.21))

.1
lim —Z, () = lim = ZEgO[ aeae,logf, (Y50)| =7(0), 0€0. (231)

n—oo N n—oo N

Tésséd raja-arvon olemassaolo oletetaan samoin kuin sen jatkossa tarvittava jatkuvuus
ja positiivisdefiniittisyys (ja siten epésingulaarisuus) pisteessé 6.

Kuten Lauseessa 2.1 todetaan, yhtélon (2.29) oikealla puolella oleva pistemééri
sn (003 Yrn) = > 4 u; (fo; Y;) on martingaali ja, kun MD—jonon w; (6o; Y5), ¢ > 1,
oletetaan toteuttavan Lauseen 1.6 ehdot (i) ja (ii), saadaan

1
NG
Téssd asymptoottisen jakauman kovarianssimatriisi perustuu mallin oletetusta sééin-
nollisyydesti seuraavaan tulokseen Covg, [nfl/ %sn (00; Yo)| =n~1Z, (0o) (ks. (2.23))
ja jo tehtyyn oletukseen (2.31). Toinen perustelu on, ettd Lauseen 1.6 oletetusten
voimassa ollessa n 1T, (6y) konvergoi ja raja-arvo on asymptoottisen jakauman kovari-
anssimatriisi. Esityksen yksinkertaistamiseksi ja myos koska Lauseessa 1.6 esitetyn
KRL:n asemesta voi olla mahdollista soveltaa muitakin KRL:ta, otetaan pisteméérian
asymptoottinen normaalisuus (2.32) seuraavassa oletukseksi.
Edelld esitettyjen valmistelujen jilkeen SU-estimaattorin asymptoottisen nor-
maalisuuden toteaminen ei ole hankalaa.

sn (00; Yy) 5 N (0,7 (69)) . (2.32)

Lause 2.3. Olkoon fy, (y,;0), 6 € O, sdinnollinen malli ja parametriavaruus ©
avoin ja konveksi. Oletetaan, etté konvergenssit (2.30), (2.31) ja (2.32) péteviit ja etté
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raja-arvo Z () on positiivisesti definiitti ja jatkuva pisteess# 6. Jos SU-estimaattori
0., on lisiiksi tarkentuva, niin

V(0 — 05) %N (oj(eo)—l) :
Listiksi péitee n 17, (0n; Vi) 2> T (60).

Siirretésin todistus jakson loppuun, mutta todetaan tésséd pédidea, joka perustuu
Seuraukseen 1.2 (tai Lauseisiin 1.3 ja 1.4) ja Lauseeseen 1.5. Viimeksi mainitun
lauseen ja tehtyjen oletusten avulla n&hddén, ettd yhtilon (2.29) oikealla puolella
olevan tulon asymptoottista jakaumaa johdettaessa matriisi J,, (9n; Yn) voidaan kor-
vata matriisilla 7, (0p; Y,,), minki jilkeen tulos seuraa oletuksista ja Seurauksesta
1.2.

Lause 2.3 kattaa tilastollisen pééttelyn kurssilla esitetyn iid—tapauksen, jossa mat-
riisin Z (fo) paikalla on yksittiisen havainnon Fisherin informaatio. Konvergenssin
(2.31) perusteella Z (fg) voidaan tulkita ”keskimsiriiseksi” Fisherin informaatioksi
ja lauseen tulos voidaan esittdd myos ”merkinnéllisesti”

b~ N (eo,zn (90)—1) .

Edelld sanotun perusteella voidaan Lauseen 2.3 tulkita osoittavan SU—estimaattorin
asymptoottisen tdystehokkuuden.

Lauseen jialkimmaéisen tuloksen (ja Lauseen 1.1) mukaan asymptoottisen jakauman
kovarianssimatriisin 7 (90)_1 tarkentuva estimaattori saadaan kédntamalld skaalattu
havaittu informaatiomatriisi n_ljn(@n; Y,). Tatd tulosta voidaan kiyttéd SU—esti-
maattorin 6, komponenttien keskivirheiden laskemisessa (ks. tilastollisen pééttelyn
kurssi) ja seuraavassa jaksossa tarkasteltavissa Waldin testeissé.

Lauseen 2.2 tarkentuvuustuloksen tapaan myts Lauseen 2.3 merkitys on oletusten
yleisluonteisuuden vuoksi pitkilti periaatteellinen. Konkreettisissa tilanteissa olete-
tut konvergenssit tidytyy tarkistaa kiyttiden tarkasteltavan mallin erityispiirteitd ja
oletuksia. Aivan kuten Lauseen 2.2 tapauksessa, on tasaista SLL:ia koskeva konver-
genssi (2.30) tdssi suhteessa yleensid hankalin. Témén kurssin kannalta teknisié yksi-
tyiskohtia olennaisempaa on kuitenkin ymmiirtid SU-estimaattorin asymptoottisen
normaalisuuden todistamisessa kiytettiviit perusideat ja niiden toimiminen tapauk-
sissa, joissa havainnot eivit ole riippumattomia ja samoin jakautuneita.

Mainittakoon Lauseen 2.3 oletuksista vield, etté parametriavaruuden avoimuutta
ja konveksisuutta ei vilttdméitta tarvita, mutta (toisin kuin tarkentuvuuden tapauk-
sessa) vaatii edelld sovelletun véliarvolauseen toimivuus, ettéd todellinen parametri-
arvo 6y on parametriavaruuden siséipiste. Tdmé ei ole kaikissa tapauksissa aivan har-
miton oletus. Esimerkiksi yhtélon (2.3) méérittelemén mallin virhetermien 7; jakau-
mat riippuvat varianssiparametrista w?, josta oletetaan w? > 0. Reunapiste w? = 0
on mahdollinen ja maéiérittelee hypoteesin, jonka testaamisesta ollaan usein kiin-
nostuneita. Esimerkiksi Waldin testissé tarvitaan téllsin SU-estimaattorin asymp-
toottinen jakauma nollahypoteesin w? = 0 voimassa ollessa, mutta titi ei saada
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Lauseesta 2.3 eikd muustakaan vastaavasta lauseesta, silli asymptoottisen jakauman
tiedetidin olevan ei-normaalinen. On myos testaustilanteita, joissa Fisherin informaa-
tiomatriisi ei ole nollahypoteesin voimassa ollessa positiivisesti definiitti, miké johtaa
tavanomaisesta poikkeavaan (asymptoottiseen) estimointi- ja testiteoriaan.

Ortogonaalisten parametrien tapaus. Jaksossa 2.4 tarkasteltiin parametrivek-
torin 0 ositusta 6 = (1), A) ja mééiriteltiin sen komponenttien ortogonaalisuus Fisherin
informaatiomatriisin Z,, (#) lohkodiagonaalisuutena. Tistd ja ehdosta (2.31) seuraa
edelleen matriisin Z (#) lohkodiagonaalisuus eli

f(@) _ Ly (0) B 0 7
0 I (0)
mitd voidaan asymptoottisissa tarkasteluissa kiyttdd ortogonaalisuuden vastineena
(tai médritelmang). Tallsin SU-estimaattorin 6,, = (¢,,, A,) asymptoottisen nor-
maalijakauman kovarianssimatriisi on lohkodiagonaalinen, joten estimaattorit {pn ja
A\, ovat normaalijakauman tunnetun ominaisuuden nojalla asymptoottisesti riippumat-
tomia ja esimerkiksi edelliselle pitee®!

Vi, =) % N (0, Ly (60) ).

Tarkastellun lineaarisen mallin tapauksessa ortogonaalisuuden todettiin pétevin para-
metrien 3 ja o? vililld myos direllisilla havaintomaarilli.

Lauseen 2.3 todistus. Osoitetaan ensin, ettd matriisi n =17, (@n; Yn) konvergoi
stokastisesti kohti matriisia Z (6). Koska matriisin 7, (6n; Y5) a. rivi on yhté kuin
matriisin 7, ( a,n} Yn) a. rivi, riittdd osoittaa, etti

—Jn (Oun: Yi) LI (00), kaikillaa=1,....d. ()

Vilipisteen 0, ,, todettiin edelld toteuttavan || 0, — 6o || < || 0 — 6y ||, joten SU-
estimaattorin 0, oletetusta tarkentuvuudesta seuraa || 84,00 || = 0 tai yhtépitévisti

Oan 2 0. Tulos (%) seuraa tiisti, oletuksesta (2.30) ja Lauseesta 1.5. On selvi,
ettd korvaamalla Oa n SU— estlmaattorllla 0 voidaan samalla tavalla perustella lauseen
jalkimméinen viite n1 7, (0n; Yi) 2> T (0p).

Edellé todetusta tuloksesta ™7, (65; Yy) L, T (6y) ja matriisin Z (6y) epésin-
gulaarisuudesta seuraa

(a0ov) 210

(ks. Seuraus 1.2 ja sen jilkeinen keskustelu). Kéyttden tétéd ja oletusta (2.32) kehi-
telméssi (2.29) saadaan Seurauksen 1.2(i) perusteella

V0, —00) ST (00)7 2, Z~N(0,Z(0)).

21T4t4 tulosta ajatellen matriisin Z (0) lohkodiagonaalisuus riittiisi vaatia vain todellisessa para-
metriarvossa 6.
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Lauseen ensimmiiinen viiite seuraa tisti, silld Z (00)_1 Z ~N (O,f (00)_1) multinor-

maalijakauman lineaarisuusominaisuuden nojalla.?? [

2.6 Uskottavuusfunktioon perustuvia testeji

Tarkastellaan (todelliseen parametriarvoon) liitettyé lineaarista nollahypoteesia
HO : A90 = C, (233)

jossa matriisi A (¢ x d) ja vektori ¢ (¢ x 1) ovat tunnettuja ja A:n aste on ¢ eli
r (A) = g. Vaihtoehtoinen hypoteesi on A6y # c¢. Tyypillinen erikoistapaus on A =
[I4 : 0], jolloin nollahypoteesi kiinnittéé 0p:n ensimmaéiset ¢ komponenttia vektorin ¢
vastaaviksi komponenteiksi. Taméi vastaa tilastollisen pésttelyn kurssilla tarkasteltua
tilannetta.

Seuraavassa tarkastellaan ensin Waldin testiéi, jonka asymptoottinen jakauma
seuraa suoraviivaisesti SU—estimaattorin asymptoottisesta normaalisuudesta. Koska
lineaarisen mallin kurssilla johdettu F-testisuure voidaan tulkita Waldin testiksi,
voidaan edellisessé jaksossa esitettyd PNS—estimaattorin asymptoottista normaalisuut-
ta kdyttden perustella vastaavalla tavalla F—testin kiytto tilanteissa, joissa PNS—
estimaattorin eksakti normaalisuus ei pide (yksityiskohdat jitetédsin tehtdviksi).

2.6.1 Waldin testi

Testin johto. Waldin testi perustuu edellisessi jaksossa tarkasteltuun rajoittamat-
tomaan SU-estimaattoriin 9, jonka oletetaan toteuttavan Lauseen 2.3 tulos. Ellei
tarvetta ole, jitetéidn havaintojen lukuméird yksinkertaisuuden vuoksi pois SU—esti-
maattorista ja muistakin merkinnoistéd. Waldin testisuure perustuu erotukseen Ab—c.
Koska 6 on parametrin 6y tarkentuva estimaattori riippumatta siité onko nollahypo-
teesi tosi vai ei, saa Af—c tyypillisesti ”pienid” arvoja, kun nollahypoteesi on tosi ja
"suuria” arvoja, kun nollahypoteesi ei ole tosi.

Oletetaan, etté nollahypoteesi on voimassa, jolloin /(A6 — ¢) = Ay/n(6 — 6y)
ja Lauseiden 1.3 ja 2.3 seké multinornaalijakauman lineaarisuusominaisuuden perus-
teella

V(A —o) Lz, Z~N, (o, AT (69)~" A') .

Testisuuretta varten tarvitaan asymptoottisen jakauman kovarianssimatriisille tarken-
tuva estimaattori, joksi kelpaa Lauseiden 2.3 ja 1.1 nojalla A[n 1.7 (0; Y)]"*A’. Kiyt-
tden Seurausta 1.2(iii), edelld esitettyéd asymptoottista jakaumatulosta ja tunnettua
multinormaalijakaumaan ja x2?-jakaumaan liittyviid tulosta 23 saadaan Waldin testi-
suure (supistaen \/n:t ja n~! pois) ja sen asymptoottinen jakauma:

W = (40 — o) [AT(0; Y) LA 1 (40 — ) Hi X2 (2.34)

22Multinormaalijakauman lineaarisuusominaisuudella tarkoitetaan tunnettua tulosta Z ~
N(u,X) = AZ +v ~N(Ap+v, ASA").

Tamin tuloksen mukaan Z ~ Ni (1, %) = (Z — ) 71 (Z — ) ~ xi (olettaen, etti ¥ on
positiivisesti definiitti).
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Valitsemalla A = [I,, : 0] saadaan tilastollisen paittelyn kurssilla esitetty erikoistapaus,
jossa matriisi A7 (0; Y) 1A’ on matriisin 7 (0; Y) ! vasemman ylikulman dimensiota
q X q oleva osite.

Testisuure W mittaa luontevasti erotuksen A6 — ¢ suuruutta. Kéaytiannossi testii
sovelletaan laskemalla approksimatiivinen pP—arvo

P=Pu, (W>W()} =P {2 >W(y)},

jossa xi on ngjakaumaa noudattava satunnaismuuttuja ja W (y) on (satunnaisen)
testisuureen W aineistosta laskettu arvo. Jos testisuureen tarkka jakauma tunnetaan,
kiytetdsin sitd pP—arvon laskemisessa. Yksinkertaisimpia malleja lukuun ottamatta
tarkkaa jakaumaa ei kuitenkaan yleensé tunneta.

Vaihtoehtoinen muotoilu. Waldin testisuureen asymptoottinen jakauma ei muutu,
jos havaitun informaatiomatriisin paikalla kiytetiéin jotain toista matriisin Z (6g)
tarkentuvaa estimaattoria. Kuten pisteméérén asymptoottista normaalisuutta (2.32)
perusteltaessa todettiin, pétee s, (0o; Yy) = > iy u; (6o; Y3), jossa u; (0o; Y;), 1 > 1,
on MD—jono ja siten korreloimaton. Tisté ja yhtéloistd (2.23) seuraa

~E [s (00; Ya) 5 (00 Ya)'] = = S E [ (005 Y5 s (00 Y] = 27 00) =T (60).
1=1

n—oo

kun konvergenssi (2.31) oletetaan. Témén perusteella on luontevaa perustaa matriisin

7 (0p) estimointi ns. ulkotulomatriisiin

M(0; Y) = iui(ﬁ; Yi)ui(0;Y:)".

1=1

Tarvittava tarkentuvuustulos n=*M(0; Y) 2 7 (6) ei kuitenkaan seuraa Lauseen 2.3
oletuksista. Lauseesta 1.5 nédhd&én, ettd riittédva lisdoletus on (vrt. oletus (2.30))

1 _
EM(Q; Y) 2 Z(0) tasaisesti joukossa ©. (2.35)

Jotkut uskottavuusfunktion maksimoinnissa kiiytettivit numeeriset menetelméit
hyodyntévit ulkotulomatriisia log—uskottavuusfunktion Hessen matriisin —7(6; y)
asemesta. Télloin ulkotulomatriisia on luonteva kiyttdsa myos Waldin testisuureessa.
Toisin kuin Hessen matriisi on ulkotulomatriisi aina positiivisesti semidefiniitti. Moni-
mutkaisissa estimointitehtéivissi molemmat matriisit lasketaan yleensd numeerisia
derivaattoja kéyttien.

Epélineaarisen hypoteesin tapaus. Waldin testi voidaan yleistéii epélineaarisille
hypoteeseille
h(6p) =0, (2.36)

jossa funktio h : © — R? on jatkuvasti derivoituva ja ¢ x d derivaattamatriisi H (6) =
[Ohg (0) /06y, a = 1,...,q, b = 1,...,d, toteuttaa r (H (0y)) = q. Edelld tarkasteltu
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lineaarinen hypoteesi saadaan erikoistapauksena valitsemalla h (6) = Af — c. Téssi
tapauksessa Waldin testisuure on luentevaa perustaa suureeseen h(@) Kayttéden usean
muuttujan funktion véliarvolausetta komponenteittain funktioihin h, (0) (a =1, ...,q)
voidaan jaksossa 1.1 esitetty deltamenetelms yleistéé ja todeta, ettd nollahypoteesin

voimassa ollessa R R
Vnh(0) = H (60) v/n(6 — 6o),

jossa merkintd tarkoittaa, etté vasen ja oikea puoli konvergoivat jakaumaltaan kohti
samaa rajajakaumaa. Tésté ja edelld lineaariselle hypoteesille esitetysti péédttelysti
saadaan Waldin testisuureen yleistys (yksityiskohdat jéitetdéin tehtéviiksi)

W = h(O) [H(O)T (6; ¥) " H (07 00) 1 X,

jossa havaitun informaatiomatriisin 7 (9, Y) paikalla voidaan vaihtoehtoisesti kiyttas
ulkotulomatriisia M(6; Y,,) (olettaen ehto (2.35)). Kayténnossi testaus sujuu samaan
tapaan kuin edells lineaarisen hypoteesin tapauksessa.

Ortogonaalisten parametrien tapaus. Tarkastellaan nyt Waldin testié olettaen
ositus 6 = (¢, \), jossa parametrit ¥ ja A ovat ortogonaaliset ja v on kiinnostava
parametri, jota koskevaa hypoteesia halutaan testata. Rajoitutaan yksinkertaisuu-
den vuoksi lineaarisen hypoteesin tapaukseen, jolloin hypoteesissa (2.33) matriisilla
A on rakenne A = [Ay : 0], jossa ositus vastaa parametrin 6 ositusta.

Hypoteesina on siis Ayt = c. Talloin Af—c = Aw{b—c ja, kuten edelld mainittiin,
voidaan Waldin testisuureen yleisessé lausekkeessa (2.34) havaittu informaatiomatriisi
J (9, Y) korvata milld tahansa asymptoottisesti yhtépitavilla vaihtoehdolla. Koska
matriisi Z (6g) on nyt lohkodiagonaalinen, voidaan 7 (0; Y) (tai ulkotulomatriisi M(6; Y))
rajoittaa siten lohkodiagonaaliseksi eli, ilmeisin merkinnoin, 7 (8; Y) voidaan korvata
matriisilla J,(0; Y) = diag[Jyy(0; Y) Jan(0; Y)] (ks. oletus (2.31)). Koska tlloin

Jo(0; Y) ! = diagT;,1 (0; V) T, (6; Y)),

saadaan titd ja oletettua matriisin A rakennetta kdyttden Waldin testisuure (ks.

(2.34))
d

Wy = (Ayt = o) [Ap T (05 Y) AL ™ (Agth — ) G-

Kuten yleisessd tapauksessa voidaan myos testisuureessa Wy, matriisi Jy.y (9, Y)
korvata milld tahansa asymptoottisesti yhtépitévilld vaihtoehdolla. Jos téllaisen vaih-
toehdon paikalle pannaan kiyténnossi ei-havaittava matriisi jww(?l), Ao; Y), voidaan
edelld todetusta péitelld, ettd parametrien 1 ja A ollessa ortogonaaliset, voidaan
Waldin testisuure johtaa olettaen g ensin tunnetuksi ja korvaamalla saadussa testisuu-
reessa (todellisuudessa tuntematon) Ay SU-estimaattorilla A. Huomaa, etté ilman
ortogonaalisuutta tillainen menettely ei johda oikeaan tulokseen. Koska matriisi
Jypp(0;Y) el yleensd ole riippumaton parametrista A, joudutaan A ortogonaalisuu-
desta huolimatta yleensi estimoimaan (lineaarisen mallin tapauksessa A = o2).
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2.6.2 Raon pisteméiritesti

Raon pistemééritesti perustuu nollahypoteesin huomioon ottavaan rajoitettuun SU—
estimaattoriin #, joka maksimoi uskottavuusfunktion ehdolla A9 = ¢ ja toteuttaa
siten A = c. Tarkastellaan ensin hieman tétd estimaattoria sinilliin.

Rajoitettu SU—estimointi. Koska matriisi A (¢ x d) on astetta ¢, voidaan nol-
lahypoteesille (2.33) johtaa lineaarialgebraa kiyttden yhtépitévi esitys (yksityiskoh-
dat jitetédn tehtéviiksi)

6o = Boy + e, (2.37)

jossa matriisi B (d X (d — q)) ja vektori e (d x 1) ovat tunnettuja ja dy ((d —¢q) x 1)
on tuntemattoman parametrin § todellinen arvo. Matriisi B on lisiksi astetta d—q ja
toteuttaa AB = 0, minké voi ndhdé kertomalla yht#lo (2.37) vasemmalta matriisilla
A ja vertaamalla tulosta nollahypoteesiin (2.33). Toisaalta, kertomalla yhtils (2.37)
vasemmalta matriisilla (B'B) ™! B’ ja ratkaisemalla &g saadaan 6o = (B'B) ™" B’ (6o — e).
Tastd nihdéin, ettd parametri 0 saa arvoja joukossa

A={6:6=(B'B) "B (0—¢),0 €0}

Merkitsemiilla L") (6;y) = L (B6 + ¢;y) voidaan edelld sanotusta piitells, etti
rajoitettu SU—estimaatti on § = BJ + e, jossa § saadaan maksimointitehtéivin

L0)(8;y) = max L) (5;y)
LISTAN
ratkaisuna. Edellisissd jaksoissa esitettyjé tuloksia voidaan soveltaa myots estimaat-
toriin o ja todeta erityisesti sen tarkentuvuus ja asymptoottinen normaalisuus. Ra-
joitetun SU-estimaattorin 0 vastaavat ominaisuudet voidaan johtaa tistd kiyttien
yhtilod 0 = Bé+e. Tarkentuvuus, jota seuraavassa kiytetéin, saadaan myos suoraan
Lauseesta 2.2, kun parametriavaruus mééritelldin uudelleen korvaamalla © joukolla

{0 €O : A =c}.

Testin johto. Raon testin idea on tutkia poikkeaako s(6;y) = 9l(6;y)/d6 ”lii-
kaa” nollasta. Tété voidaan motivoida seuraavasti. Tarkentuvuuden nojalla voidaan
vapaan ja rajoitetun SU-estimaattorin odottaa olevan nollahypoteesin voimassa ol-
lessa lihelld todellista parametriarvoa g ja siten ldhelld toisiaan. Koska vapaa SU—
estimaattori 6 toteuttaa uskottavuusyhtilot eli 3(9; y) = 0, voidaan nollahypoteesin
voimassa ollessa odottaa, ettd s(é; y) on myos ”1dhelld” nollaa. Jos nollahypoteesi ei
ole voimassa, ei ole mitéin syytd miksi néin kéivisi, joten pisteméiirin s(é; y) "suu-
rien” arvojen voidaan tulkita viittaavan nollahypoteesin virheellisyyteen.

Tarkastellaan nyt (satunnaisen) pistemééirin s(é; Y) asymptoottista jakaumaa
olettaen nollahypoteesi. Koska 6 — 0y = B(0 — dg), voidaan kiyttia viiliarvolausetta
samaan tapaan kuin yht&lod (2.28) johdettaessa ja osoittaa kehitelmé

s(0;Y)=5(00;Y) - T (6;Y) (60— 060) =5(00;Y) =T (6;Y) B(b - 8o),
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jossa J (9; Y) méadritellién kuten yhtélossé (2.28) kiyttiden rajoitettua SU—-estimaat-
toria 6 vapaan SU-estimaattorin 0 paikalla. Kertomalla edelld esitetty pisteméiirin
s(é; Y) esitys vasemmalta matriisilla \/nAJ (9; Y)_l ja ottamalla huomioon identi-
teetti AB = 0 saadaan

1. - R 1., !
Al - 'Y —s(0;Y)=A(— Y — 3 Y).
(3707) J=sBVI=A(37BY)) =50 Y)

Oikealla puolella n=1/2s (fy; Y) <, N(0,Z (6p)) oletuksen (2.32) nojalla ja aivan
kuten Lauseen 2.3 todistuksessa

@Y IE) T a6 Y T

Kayttéden Seurausta 1.2(i) ja multinormaalijakauman lineaarisuusominaisuutta voidaan
siten péitelld, ettd

A <%j(é; Y)>1 %s(é; Y) L2 Z~N, ((),Af(@o)’l A’) :

Kuten Waldin testisuureen tapauksessa paddytisan téstd edelleen testisuureeseen
~ . ~ -1 ~ ~
S=s(0;Y)T(0:Y) LA [Aj(e; Y)*lA’} AT Y) 5B Y) o2 (2:39)
0

Raon testisuureella on siten sama asymptoottinen jakauma kuin Waldin testisuurella,
joten approksimatiiviset P—arvot lasketaan myos samalla tavalla.

Vaihtoehtoisia muotoiluja. Yhtilossd (2.38) esitetty Raon testisuureen lauseke
on monimutkainen, mutta osoittaa miten testisuureen asymptoottiseen jakaumaan
voidaan padtyd. Kéyttiden matriisilaskentaa voidaan testisuure sieventid yksinker-
taiseen muotoon

S=s(0;Y)T(0;:Y) 's(0;Y). (2.39)

Sievennyksen vaatimat laskelmat ovat yksinkertaisia tapauksessa A = [I, : 0], jolloin
pistemé&irin s(é; Y) viimeiset d — ¢ komponenttia ovat nollia ja testisuureen lauseke
supistuu tilastollisen péaittelyn kurssilla esitettyyn muotoon. Joissakin tapauksissa
testisuureen lauseketta voidaan yksinkertaistaa myos kiyttiaméilld havaitun informaa-
tiomatriisin 7 (A; Y) paikalla ulkotulomatriisia M(0; Y;,) (olettaen ehto (2.35)).

Epélineaarisen hypoteesin tapaus. Raon testi voidaan yleistdé tyyppid (2.36)
oleville epélineaarisille hypoteeseille. Meneméttd yksityiskohtiin todetaan vain, etté
samaan tapaan kuin Waldin testissd saadaan testisuure korvaamalla testisuureen
(2.38) lausekkeessa matriisi A derivaattamatriisilla H (). Erityisesti epilineaaris-
ten rajoitteiden tapauksessa perustetaan rajoitettu SU-estimointi usein Lagrangen

kerroinmenettelyyn eli maksimoidaan funktio

10, X y) =1(0;9)+Nh(0),
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jossa vektori A = [A; - \,]’ sisiiltdd Lagrangen kertoimet. Derivoimalla §:n suhteen
ja asettamalla osittaisderivaatat nollaksi saadaan yht&lo

%l O, \;9) =s(0;y) + H(O)'X=0.

Sijoittamalla téssd 6 = 0 ja kertomalla vasemmalta matriisilla
[H(0)T7(0;Y) " HO)| ' HO)TO:; )" (9% d)
pdiddytddan A:n suhteen ratkaisuun

A=—[H(O)T@;y) " HO)] 'HO)T (6;y) 's(6; ).

Korvaamalla testisuureen S lausekeessa (2.38) A matriisilla H(0) ja kiiyttamalld vek-
torin A lauseketta nidhd#in, etti testisuureen S yleiselle lausekkeelle saadaan vaihto-
ehtoinen esitys

S=XNH®)T0;Y) 'H(H)') Hi %
0
Tam4 selittédd miksi Raon testid kutsutaan myos Lagrangen kerrointestiksi.

Ortogonaalisten parametrien tapaus. Ortogonaalisten parametrien tapauksessa
voidaan Raon testisuureen asemesta kiyttidd Waldin testisuureen tapaan modifioitua
versiota. Tarkastellaan siis ositetun parametrin tilannetta eli = (¢, \) , jossa para-
metrit ¥ ja A ovat ortogonaaliset ja v on kiinnostava parametri. Testattavassa line-
aarisessa hypoteesissa (2.33) matriisilla A on télldin rakenne A = [Ay : 0], jolloin
hypoteesi voidaan esittdd myos rajoitteena Ayt = c.

Koska myos Raon testisuureessa havaittu informaatiomatriisi J(0;Y) voidaan
korvata milld tahansa asymptoottisesti yhtéipitévilld vaihtoehdolla, voidaan menetellé
kuten Waldin testisuureen tapauksessa ja rajoittaa J (é, Y) lohkodiagonaaliseksi.
Osittamalla pistemiirivektori s(0; Y) = (s,(0; Y),s1(0; Y)) saadaan tllsin modi-
fioitu Raon testisuure

. . . ~1 S J
Sy = (0, Y) Ty (0: Y) T AY | Ap T (0: V)T A | ATy (8 Y) 50 (03 ) 5 X

Téamén tuloksen perustelu on suoraviivainen, mutta testisuureen mutkikkaamman
johdon vuoksi monivaiheisempi kuin Waldin testin tapauksessa. Kuten yleisessi
tapauksessakin (ks. (2.39)), voidaan testisuureelle Sy, johtaa matriisilaskentaa kéyt-
tden yksinkertaisempi esitys

Sy = 5p(0; Y) Ty (0; V) L5(8; Y) Hi %

Koska my6s testisuureessa Sy, havaittu informaatiomatriisi Jiy, (é, Y) voidaan kor-
vata asymptoottisesti yhtépitivilld vaihtoehdolla, nihdiin matriisia jw,(ﬂ), Ao;Y)
kiyttden, ettd testisuure S, voidaan johtaa olettaen Ao ensin tunnetuksi ja kor-
vaamalla saadussa testisuureessa (todellisuudessa tuntematon) Ao rajoitetulla SU-
estimaattorilla \. Jalleen on syytéd korostaa, ettd ilman ortogonaalisuutta téllainen
menettely ei johda oikeaan tulokseen.
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2.6.3 Uskottavuusosamairitesti

Uskottavuusosaméairiitestissd verrataan mallin uskottavuusfunktion arvoja vapaan
SU-estimaatin 6 ja rajoitetun SU-estimaatin 6 méirittamissé pisteissid. Testisuure
esitetiin yleensd muodossa

LR =2 [l(é;Y) —16;Y)) . (2.40)

Uskottavuusfunktion tulkinta huomioon ottaen on intuitiivisesti selviii, ettid suuret
testisuureen arvot todistavat nollahypoteesia vastaan.

Uskottavuusosaméiritestin asymptoottinen jakauma voidaan johtaa kiyttden toi-
sen asteen Taylorin kehitelm#é. Yksityiskohdat ovat algebrallisesti hieman mutkikkaat,
joten seuraavassa tarkastellaan erikoistapausta, jossa nollahypoteesi méirid parametri-
arvon 6y tédysin eli nollahypoteesin mukaan 6y = ¢. Télloin

LR = 2[1(9;Y)—z(c;Y)
= 25(6;Y) (0 —c)+ (0 —¢)T(0;Y)(0 - c),

jossa vilipiste 8 toteuttaa || 8 —c || < || § — ¢ ||. Koska s(6;Y) = 0, voidaan
vapaan SU-estimaattorin 6 tarkentuvuutta kiyttden péadtelld kuten Waldin testin
tapauksessa (tai Lauseen 2.3 todistuksessa), etté

LRE (0 - o) T0:Y)(0— ) & X
0

Yleisen nollahypoteesin (2.33) tai (2.36) tapauksessa edelld esitetty asymptootti-
nen approksimaatio toimii edelleen, mutta c:n paikalle tulee rajoitettu SU—estimaattori
6. Tallsin jatko sujuu kehittiamaélld pistemédriafunktiota viliarvolauseen avulla, jol-
loin saadaan approksimaatio 8 — 0 % 7(0; Y)1s(6; Y) (ks. (2.28), kun fp:n paikalle
pannaan é) Téstd saadaan edelleen yhteys Raon testiin. Kuten edelld viitattiin,
mutkistuu asymptoottisen jakauman johtamisessa tarvittava matriisialgebra tdmén
jilkeen, joten yksityiskohdat sivuutetaan. Lopputulokseksi saadaan kuitenkin, etta
nollahypotesin voimassa ollessa

d 2
LR H—O> Xg-
Sama asymptoottinen jakauma pitee siis kaikille kolmelle testisuureelle ja kiytin-
nén testaus sujuu uskottavuusosaméiiritestilla samalla tavalla kuin Waldin testillé ja
Raon testill4.

2.6.4 Sovelluksia lineaariseen malliin

Keskeinen ero Waldin testin ja Raon testin vililld on, ettd edellinen perustuu ra-
joittamattomaan SU-estimaattoriin ja jialkimméiinen rajoitettuun SU-estimaattoriin.
Waldin testi on siten usein kitevé tai luonteva, kun rajoittamaton malli on yksinker-
tainen ja sen parametrit on helppo estimoida. Raon testilld on puolestaan vastaava
ominaisuus, kun rajoitettu malli on yksinkertainen ja sen parametrien estimointi on
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helppoa. Toisin kuin Waldin testi ja Raon testi, vaatii uskottavuusosaméiritesti
seké rajoitetun ettd rajoittamattoman SU-estimoinnin, joten silld ei ole mainittuja
kitevyys- tai luontevuusominaisuukia. Tétd ei kuitenkaan kannata painottaa lii-
kaa, sillé esimerkiksi viime vuosina tapahtunut laskentakapasiteetin kasvu on vihen-
tényt huomattavasti estimoinnin laskennallisen helppouden merkitysté (mallien moni-
mutkaistumisen myoté sillé voi joissakin tapauksissa olla edelleen merkitysti). Koska
SU-estimaattori on lisiiksi invariantti vaihtoehtoisille parametroinneille (ks. tilas-
tollisen paittelyn kurssi), on uskottavuusosamiéritestilld vastaava invarianssiomi-
naisuus, jota Waldin testilld ja Raon testilld ei yleisesti ole. Kun testissé joudutaan
turvautumaan asymptoottiseen jakaumaan, voi testin tulos néilla testeilld siten riip-
pua kiytetystd parametroinnista (tai siitd miten testattava hypoteesi ilmaistaan).

Seuraavassa esitetéidn kaksi tyypillistd lineaariseen malliin liittyvid testaustilan-
netta, joista ensimméisessi Waldin testi on luonteva ja jalkimmaéisessd Raon testi on
vastaavasti luonteva.

Epélineaaristen rajoitteiden testaus lineaarisessa mallissa. Tarkastellaan

jakson 2.3 lopussa esitettyé lineaarista mallia ja sovelletaan ehdollista uskottavuus-

funktiota.  Oletetaan siis havainnot Yi,...,Y, ja jakson 2.3 merkinnoin, etti
d .

Yi[(Wi-1, X;) = YilZ; ja

Yil(Zi = z) ~ N (#8,0%)

jossa selittévien muuttujien vektorin z; (p X 1) komponentit siséltyvit vektoriin (w;_1, z;)
(vaihtoehtoisesti voidaan kdyttad yhtéloon (2.16) perustuvaa mallin esitystapaa). Lii-
tetddn parametrivektoriin 5 (p x 1) epilineaarinen hypoteesi

HO:h(ﬁ):Oa

jossa funktio h : RP — R? on jatkuvasti derivoituva ja g x p derivaattamatriisi
H(0) = [0hq (0) J00y), a = 1,...,q, b = 1,...,p, toteuttaa r (H (8)) = ¢ (vrt. jakso
6.1 ja huomaa, ettd aste-ehto riittdd olettaa vain todellisessa parametriarvossa).
Yksinkertainen konkreettinen esimerkki téllaisesta hypoteesista on 83 = 3,0,.

Tissé tapauksessa rajoittamaton malli on tavanomainen lineaarinen malli, jonka
parametrien estimointi sujuu helposti PNS—menetelmiilld, kun kiytetddn ehdollista
uskottavuusfunktiota (ks. jakso 2.3). Rajoittamattoman mallin estimointiin perus-
tuva Waldin testi on siten kitevi. Koska parametrit 3 ja o ovat listiksi ortogonaaliset
(ks. jakso 2.3), voidaan testin johtamista yksinkertaistaa.

Olkoon A ja 62 parametrien 3 ja o2 SU-estimaattoreita, jolloin 3 on siis PNS—
estimaattori (ks. (2.18) jaksossa 2.3). Ortogonaalisuuden nojalla riittéd muodostaa
parametrin § havaittu informaatiomatriisi, joksi saadaan jaksossa 2.4 esitettyd log—
uskottavuusfunktiota derivoimalla (tai lineaarisen mallin kurssilla esitetysté)

1 & 1
2, o .
jﬁg(ﬂ,a ;W) = = ZE 1 ZiZ; =: 02Qn.
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Kiyttien jaksossa 2.6.1 esitettyd Waldin testin yleistysté epélineaaristen hypoteesien
tapaukseen saadaan testisuure
-1 .

Wy = —h(B) [HB)Q, HEY| 1B 22

Ho

2

SU-estimaattorin 6“ asemesta voidaan kiyttdid lineaarisen mallin harhatonta esti-

maattoria ilman, etti asymptoottinen jakauma muuttuu.

Heteroskedastisuuden testaus lineaarisessa mallissa. Edellisessi esimerkissé
tarkasteltu malli olettaa havaintojen Yi,...,Y,, ehdolliset varianssit (tai virhevari-
anssin) vakioksi. T#té oletusta voidaan kuitenkin epdilld esimerkiksi, kun havain-
toyksikot (kuten kotitalous tai yritys) ovat jossain mielessé eri kokoisia tai muu-
toin erilaisia (kuten tulojen tai liikevaihdon suhteen). Seuravassa vakiovarianssi- eli
homoskedastisuusoletuksen tutkimista varten johdetaan Raon pistemésritesti, joka
on téssd tapauksessa kitevi, koska rajoitettu malli on tavanomainen lineaarinen malli
ja rajoitettu SU—estimointi sujuu siten helpposti.

Testid varten aiemmin tarkasteltua lineaarista mallia laajennetaan olettamalla

Yi|(Wi-1, X;) 4 Yi|(Z;,V;) ja (vrt. edellisen esimerkin vastaava oletus tai (2.15))

Yi|(Zi = 2, Vi = v;) ~N (23,07 (8)), 07 (8) =exp{vjd}, (2.41)
jossa z; on kuten edelld ja vektorin v; (k X 1) ensimméinen komponentti on vakio 1
ja muiksi komponenteiksi valitaan sellaiset vektorin (w;_1,x;) komponentit, joiden
uskotaan selittévin ehdollisessa varianssissa mahdollisesti ilmenevé vaihtelu eli hete-
roskedastisuus. Parametrivektorille § = (91, d2, ..., 0x) asetetaan nollahypoteesi

Ho:tdo=-=6,=0 & 07 (d)=e" =0

jonka voimassa ollessa homoskedastinen malli on riittivi.

Heteroskedastisuuden kuvaamisessa edelld kiytettyd mallia sanotaan usein mul-
tiplikatiiviseksi malliksi. Siin# olevan eksponenttifunktion etuina on, etté varianssin
positiivisuusvaatimus tulee automaattisesti tiytetyksi ja testisuureessa tarvittavat
osittaisderivaatat tulevat varsin yksinkertaisiksi. Muitakin funktiomuotoja voidaan
tietysté kiyttad ja on myos kiytetty.

Menettelemilld kuten jaksossa 2.4 saadaan ehdolliseksi uskottavuusfunktioksi (vrt.
(2.14)) téssé tapauksessa

n n C_I3)2
L) (0;w) = [T 02 (5) Y2 exp 4 —+ Q%ﬁ@—,0:%®EWxN.
i=1 2+ oj (9)

Samaan uskottavuusfunktioon pididytdin myos, kun lihtokohdaksi otetaan vaihto-
ehtoisesti yhtdlon (2.16) yleistys

Yi=Zp+0;(0)n;, i=1,..,n, (2.42)
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jossa nyy .y I 5 M ~ N(0,1) ja (W;—1,X;) || n; kaikilla ¢ = 1,...,n. Nollahy-
poteesin voimassa ollessa o; (&)m; = on; ~ N (@2), joten merkitsemilld ¢; = om;
palautuu tilanne aikaisempaan homoskedastiseen tapaukseen (2.16).

Kayttamalla madritelméd o (§) = exp {v}d} ja logaritmoimalla pésdytidn ehdol-
liseen log—uskottavuusfunktioon

1) 05) = —5 S vi6 = 5 Y exp {~uid} (n — 45)”
=1 1=1

Lasketaan seuraavaksi parametrien 3 ja § pisteméérit. Derivoimalla saadaan

%l(c 0; w) Zexp{ —0;0} (yi — 2iB) z

ja
0 2
851() = E v + 5 E exp{ 115} —zgﬁ) v;

Kiyttiden jakaumarelaatiota (2.41) tai yhtalt')a (2.42) ja olettaen tarvittavien mo-
menttien #érellisyys voidaan parametrien 5 ja § pisteméiirissé olevat yhteenlasket-
tavat todeta MD—differensseiksi informaatiojoukon (W;, X; ;) suhteen (tdmén voi
perustella my6s mallin sdéinnollisyydelld). Ne ovat siten erityisesti korreloimattomat,
mistd seuraa suoraviivaisella laskulla tulos

Eg [<%z<0) (0; W)) <a%,z<c) (6; W))] =0

eli parametrien § ja § ortogonaalisuus. Témén ortogonaalisuuden perusteella Raon
testi voidaan perustaa pelkistiin parametrin ¢ pisteméiriin ja havaittuun informaa-
tioon. Jialkimméista varten lasketaan
0 (c) 1 & / ra\2,, .
Wl (0; w) = —3 ;exp {—vié} (yi — ziﬁ) ViU; .

Raon testid varten tarvitaan parametrin 6 rajoitettu SU—estimaattori 0= (B, (~5)
Koska nollahypoteesin voimassa ollessa malli on aiemmin tarkasteltu homoskedasti-
nen lineaarinen malli, on 3 = 3 ja & = (51,0,...,0), jossa 0, = logé?, ja B ja 62
on médritelty yhtiloissd (2.18). Parametrin 0 pistemééréd, kun argumentiksi valitaan
rajoitettu SU—-estimaatti, on

9 o) (7 1~ [ (i — #B)?
s5(0; w) := 85l()(9;w)—§;<7—1>m,

jossa on loogisuuden vuoksi 62 = 62 ja 62 kuten edelld kuvattiin. Havaituksi infor-
maatioksi pisteessd 0 saadaan vastaavin merkinndin

. 2 1 O -
Tos(03w) i= =5l (0;0) = =5 > (y: — 2i)*vivi.
=1
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Kiyttien néitd médritelmié ja merkintdd A = [0 : I_q] saadaan Raon testisuure

S5 = 55(0; WY Tps(8; W) 1 A/ [A@;(e W)~ lA/} ATs5(8; W)~ s5(8; W)
= 55(0; W) T55(0; W) "Ls5(0; W)
g 2
He Xk—1-

Tissé testisuureen jalkimmaéainen lauseke perustuu vastaavaan yleiseen Raon testisuu-
reen lausekkeeseen (2.39) (ks. jakso 2.6.2). Asymptoottisen jakauman perustelu vaatii
7

heteroskedastisuutta selittdviltd muuttujilta ”sopiva
arvolauseet pétevit.

ehdot, jotta tarvittavat raja-

Mainittakoon, ettd testisuureen S5 asemesta kdytetdiin usein yksinkertaisempaa
asymptoottisesti yhtépitévid vaihtoehtoa. Koska Y; — Z/8 = o; (§) n; (olettaen todel-
liset parametriarvot) jan; || Vi, niin nollahypoteesin voimassa ollessa E[(Y; — Z!3)?] =
o’E(nf) = 0 ja B

E [J55(0; W) = 2QZEY ZIB)%E (ViVY) = ZE ViVi)

Samaan tapaan kuin perusteltaessa aikaisemmin ulkotulomatriisin M(60;Y) kidyttod
havaitun informaationmatriisin paikalla yleisessi Waldin testissé ja Raon testissd (ks.
jaksot 2.6.1 ja 2.6.2) voidaan edelld esitettyé kiyttden perustella matriisin j55(9 W)
korvaaminen testisuureessa Ss matriisilla 271 327 | V;V/. Merkitsemills U; = (V; —
zZ! 3 )2/62 — 1 ja harrastaen hieman matriisilaskentaa p#sidytsin testisuureeseen

) (2 m/> (2; viv;>_1 (ZUV) v

=1

nollahypoteesin voimassa ollessa.

Edelld esitetyssé testissa kiytetty multiplikatiivinen varianssimalli on yleisempi
kuin ensi nékemilté voisi ajatella. Valitsemalla esimerkiksi v; = (1,log zq,), jossa x4
on selittévin muuttujan vektorin z; (positiivinen) a. komponentti saadaan o? (§) =

o2 52 . Lis#iksi voidaan osoittaa, ettd samaan testisuureeseen paddytiin olettamalla
o? (5) = h(v}d), jossa h on miké tahansa kahdesti jatkuvasti derivoituva positiivinen
funktio. Tdamé tekee Raon testisté miellyttéviin, koska mahdollisen heteroskedastisuu-

den luonteesta ei ole useinkaan edelti kisin luotettavaa tietoa.
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