Tilastollisen paittelyn jatkokurssi, sl 2010, HT 2, viikko 38

1. Olkoon (Y1,X1),..., (Ys, X,,) riippumaton otos kaksiulotteisesta normaalijakau-
masta ja p = Cor (Y1, X1) (|p| < 1) havaintojen vélinen teoreettinen korrelaatioker-
roin. Tiedetd#in, ettéd otoskorrelaatiokertoimelle (eli p:n suurimman uskottavuuden
estimaattorille)
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(i) Osoita deltamenetelméé soveltaen, ettd \/n (Z, — () <N (0,1) (alaindeksi 0 on
jitetty yksinkertaisuuden vuoksi pois p:sta ja (:sta).

(ii) Johda edellisen kohdan perusteella (eli muuttujaan 7, perustuva) approksima-
tiivinen testi hypoteesille p = 0 vaihtoehtoa p # 0 vastaan.
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Huom.: Koska Z,:n asymptoottisen jakauman varianssia ei tarvitse estimoida, toimii
sen normaalisuusapproksimaatio testejé ja luottamusvileji muodostettaessa parem-
min kuin R,:n.

2. Olkoon Y7, ..., Y, riippumaton otos jakaumasta, jolla on dérellinen neljis momentti.
Merkit#sn E (V1) = u, Var (Y1) = 02 ja uy = E[(Y1 — p)*] seks
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Osoita, etté

52 2 52 ja /n(S2 —o?) 4N (0,v), jossa v = Var[(Y1 — p)?] = py — o,

n

3. (Jatkoa edelliselle) (i) Osoita, ettd v/n(S2 — 52) £ 0 ja totea timén ja edellisen
tehtéivin avulla, ettid 52 2 02 ja /n(S2 — o2) 4N (0,v).

(ii) Osoita samaan tapaan kuin edellisesséi kohdassa edelleen, ettéd tavanomaiselle
otosvarianssille piitee 52 5 62 ja v/n — 1 (52 —0?) 4N (0,v).

4. Olkoon €1, €2, ... jono || N(0,1)-jakautuneita sm:ia ja Y; = Zj’:l gj,1=12,..
(i) Osoita, ettd Cov (Y5, Yiin) = E(Y;Yi1n) = ¢ kaikilla h > 0 ja téité kiyttiden edelleen,

ettd Cor (Y, Yiyn) = 1/y/14+h/i (h>0,i>1). Miten kily korrelaatiokertoimelle
Cor (Yi,Yi4n), kun i — oo ja h on kiinted?

(jatkuu seuraavalla sivulla)



(ii) Totea identiteetti
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jossa Yy = 0 ja merkintd := méérittelee sm:n X,.

Vihje: Yksi mahdollisuus kohdassa (ii) on kédyttdd Y;:n méidritelmésté seuraavaa iden-
titeettid &; = Y; — Y1 ja laskea lauseke summalle > " | g2, Kysytty identiteetti

saadaan ratkaisemalla niin syntyvi yhtéilo.

5. (Jatkoa edelliselle) Totea, ettd E (Y;_1£;) = 0 kaikilla¢ > 1 jaettd X, <, ;03 -1).
Paittele téstéd edelleen, ettd suurten lukujen laki (SLL) ja keskeinen raja-arvolause
(KRL) eivit piade muuttujien Y;_1e;, ¢ = 1,...,n keskiarvolle. Viimeisessé kohdassa
ei vilttamétta vaadita tdsmaillistd matemaattista perustelua.

Huom.: Tami ja edellinen tehtévi osoittavat, ettd tavanomainen SLL ja KRL eivit
pide, jos havaintojen riippuvuus on ”liiallista” (muuttujat Y;_1g;, i = 1,...,n, ovat
vahvasti riippuvia, vaikkakin korreloimattomia). Huomaa myos, ettd Y; saadaan
ratkaisuna autoregressiivisestd mallista V; = ¢Y;—1 +¢; (i=1,..,n), kun ¢ = 1
ja Yy =0.



