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Tehtavasta 4 saa kaksi pistetta.

1. Onko polku o : R — R? tasaisesti jatkuva, kun
(a) a(t) = (cost,sint), t € R,
(b) a(t) = (cost?,sint?), t € R?

2. 12:1 Todista Lause 12.2: Olkoon (x,)>, jono X:ssd. Merkitadn A, = {z; : j > n},
kun n € N. Télléin (z,)22, on Cauchy, jos ja vain jos d(A,) — 0, kun n — co.

3. 12:7 (a) Olkoon X tédydellinen metrinen avaruus ja A; DO Ay D --- laskeva jono
epatyhjia suljettuja X :n osajoukkoja, joiden lapimitat d(A,,) suppenevat kohti nollaa.
Osoita, ettéd joukkojen A, leikkauksessa on tdsmélleen yksi piste.

Neuvo. Aloita valitsemalla pisteet z,, € A,,.

(b) Anna esimerkki tason osajoukoista A; D Ay D ---, jossa jokainen A, on suljettu
ja epatyhja, mutta joukkojen A, leikkaus on tyhja. Miksei a-kohdan tulosta voi nyt
soveltaa?

4. (a) Reaalilukujen tdydellisyysaksiooman mukaan jokaisella epéatyhjélla ylhaalta ra-
joitetulla reaalilukujen osajoukolla on pienin yldraja. Todista taydellisyysaksioomaan
nojaten: Jos Iy D Iy D - -+ ovat suljettuja reaalilukuvélejé, niin talléin (N, I # 0.
Neuvo. Merkitse I, = [a, by] ja valitse x = sup{ay : & € N}. Osoita, ettd x € I}
kaikilla £ € IN.

(b) Olkoon f : R — R jatkuva. Oletetaan, ettéd joillakin a,b € R on f(a) < 0 ja
f(b) > 0. Osoita, ettd f(x) =0 jollakin = € R.

Neuvo. Ainakin toisella véleistd [a, (a + 0)/2] ja [(a + b)/2,b] funktio f saa seké
ei-positiivisia ettd ei-negatiivisia arvoja. Merkitse tuota valia [;:ll4. Jaa vastaaval-
la tavalla I; puoliksi ja valitse I:ksi puoliskoista se, jolla f saa sekd ei-positiivisia
ettd ei-negatiivisia arvoja. Jatkamalla néin saat joukot I; D I D ---, joiden leik-
kaus on a-kohdan nojalla epatyhja ja joista l10ytyy sellaiset pisteet xy,yr € I, etta
fzr) <0 < f(yx). Osoita, ettéd leikkauksesta 16ytyvélla luvulla z pétee z; — z ja
yr — T, mistd fn jatkuvuuden nojalla seuraa, ettd f(z) = 0.

(c) Anna esimerkki jatkuvasta funktiosta f : Q — @Q, jolla f(a) < 0 ja f(b) > 0
joillakin a, b € QQ, mutta jolla f(z) # 0 kaikilla z € Q.

5. Rajoitettujen reaalilukujonojen avaruus £*° on luennoilla esitetyn lauseen (kirjan teh-
tavd 12:5) nojalla tdydellinen sup-normin

[(@n)nztlloc = sup |2y
neN



suhteen. Osoita, ettd nollaan suppenevien jonojen aliavaruus
co = {(zp)p2, € °: lim z,, = 0}
n—oo

n=1

on suljettu £*°:ssé ja siten tédydellinen.
Neuvo. Osoita, ettd £\ ¢y on avoin. Huomaa, ettd (z,)52, & ¢y tdsmélleen silloin,
kun seuraava ehto toteutuu jollakin £ > 0:

VneN Jk>n siten, ettd |zx] > e.

Jos talloin |[(2,)32; — (¥n)22|leo < €/2, niin on oltava (y,)5%, & co, eli (2,)52 ;-
keskinen e/2-séteinen avoin kuula siséltyy joukkoon £\ ¢.



