Induktio, | ja summat

Matemaattinen induktio on erittdin
hyodyllinen todistusmenetelma, jota
sovelletaan laajasti. Sitd verrataan usein
dominoefektiin eli ketjureaktioon, jossa
ensimmdisen dominopalikka kaataa
kaatuessaan toisen, toinen kolmannen, jne.
jolloin kukin jonon palikoista kaatuu lopulta.
Tulemme kayttdmaan induktiota tall3
kurssilla mydhemminkin vield useita kertoja.



Matematiikassa tormatdan usein vadittamiin, jotka sisdltdvat ennalta
madraamattoman lukumairan objekteja. Tarkasteltavana voi esimerkiksi
olla jono lukuja ay, az, ..., a,, joiden lukum3&rd n on ennalta
maardaamaton. Jos halutaan osoittaa todeksi tallainen viite, riippumatta
ko. objektien lukumaardstd, on usein kdytettava induktiota sen sijaan,
ettd tutkittaisiin jokainen tapaus erikseen (1 objekti, 2 objektia, jne.),
mikd on mahdotonta jos objektien lukum3arai ei ole rajoitettu.
Induktioperiaate:

Tarkastellaan vaittamas, joka sisdltdad ennalta m3idraamattdman maaran
objekteja. Oletetaan, ettd

vaittdma patee, kun objekteja on yksi

voidaan osoittaa todeksi, ettd jos vaittama patee lukumaarilld n
objektia, se patee myds lukumaaralld n + 1 objektia.

Tallgin induktioperiaatteen nojalla vaittama pitee mielivaltaisella
lukumaérallad objekteja.



Induktio - Esimerkki 1

Osoitetaan, ett3

n(n+1)

L4243+ 4n=——

kaikilla luonnollisilla luvuilla n > 1.

Tarkastetaan ensin, ettd kaava patee kun n = 1:

Vasen puoli on tallgin (triviaalisti) = 1, kun taas oikea puoli
1-(1+1) 2

‘-1
2 2 ’

eli kaava pitee.



Tehd3an sitten induktio-oletus: Kaava patee jollakin n > 1, ts.

n(n—i—l).

1424... =
+2+---+n 3

Induktio-oletukseen nojautuen tulisi nyt todistaa induktiovdite: Kaava
patee arvolla n + 1, ts.

1+2+"'+”+(”+1):W'

Lihdetaan liikkeelle yo. kaavan vasemmasta puolesta:

io. n(n+1
142+ +n+(n+1)'2 %—i—(n-ﬁ-l)

_ n(n+1)+2(n+1) _ (n+1)(n+2)

2 2 ’
kuten halusimmekin. Induktioperiaatteen nojalla kaava patee siten kaikilla

n>1.
]



Lyhennysmerkinta summalle ja tulolle

Olkoot a1, ay, . .., a, reaalilukuja. Niiden summasta ja tulosta kaytetdan
seuraavia lyhennysmerkintoja:

n
a1+az+---+an=Zak
k=1
ja
n
31.32...an: Hak_
k=1
Juuri dskettdin todistamamme summakaava voidaan kirjoittaa t3lla

lyhennysmerkinnilld kun asetetaan a; =1,a, =2,...,a, = n, ts.
ax =k, missd k=1,2,... n

*

S k= D),

2
k=1



Induktio - Esimerkki 2

Osoitetaan induktiolla, ettd kaikilla n > 1 patee

n
Z2k—1 =2"_1.
k=1

Tapaus n = 1: Vasen puoli = 2171 =20 =1,

Oikea puoli =2 —1=2—-1=1.

Tehd&dan induktio-oletus: Yo. summakaava pitee jollakin n > 1 ja
todistetaan, ett3 talldin pitee (induktiovaite)

n+1
Z2k—1 _ 2n+1 —1.
k=1

Nyt
n+1 n .
Z2k—1 :2n+z2k—1 Ié' 2n_’_2n_1:2‘2n_1 :2n+1 o 1’
k=1 k=1

joten induktioviite pitee. Induktioperiaatteen nojalla viite patee kaikilla
n>1.



Induktio - Esimerkki 3

Osoitetaan induktiolla, ettd kaikilla n > 1 patee

Zn:(zk —1)=n%
k=1

Tapaus n = 1: Vasen puoli =2-1 — 1 = 1. Oikea puoli = 12 = 1.
Induktio-oletus: Kaava patee jollakin n > 1, eli

n

Z(2k —1)=n%

k=1

Todista, etta talloin
n+1

> (2k—1)=(n+1).
k=1



Funktioiden yhteydessd kdvimme |&pi esimerkin, jossa tuli etsid bijektio
joukolta A={1,3,5,7,...} joukolle B = {1,4,9,16,...}. Kuvaus

FiasB, f(m= (")

osoitettiin harjoituksissa bijektioksi. Joukko A koostuu parittomista
luonnollisista luvuista a; = 1,2, =3,a3 = 5,a, = 7, ..., joiden summille
osoitimme juuri kaavan

da=) (2k—1)=nr

k=1

Jokaisen luonnollisen luvun n nelid (eli joukon B n:s alkio) saadaan siis
laskemalla yhteen n ensimmaista paritonta lukua. Siis f voidaan

madritelld summana
n
f(ap) = E ax = n°.
k=1



Osoitetaan induktiolla, ettd n(n? + 2) on jaollinen luvulla 3 aina, kun
n>1.

Viite patee selvastikin, kun n = 1.

Tehdain induktio-oletus: n(n? + 2) on jaollinen kolmella jollakin n > 1.
Osoitetaan induktioviite: Talldin myds (n+ 1)((n + 1)? 4 2) on jaollinen
kolmella.

Nyt

(n+1)((n+1)2+2)=(n+1)(n?+2n+3)=n>+3n%> +5n+3
=n(n®>+2)+3n*+3n+3.

Toinen termi on selvisti kolmella jaollinen ja niin on induktio-oletuksen
nojalla myds ensimmaiinen termi n(n? + 2). Siis induktioviite on
todistettu ja induktioperiaatteen nojalla viite on tosi.




Lukujonojen merkinndista

Merkitsemme lukujen ay, a, ..., a, muodostamaa jonoa
(a1,a2,...,an) = (ak)j_q, missd a,x on jonon k:s termi (tai jasen). Jono

voi olla myds paattymatdn, jolloin merkitddn (a1, az,...) = (ak)32 ;.
Esim.

> a = k, (ak)Zzl = (1,2,3, ceey n)

Foag = kz, (ak)i"zl = (1,4,9, .. )



On hyva pitdad mielessd, ettd periaatteessa jonon ensimmdisten termien
luetteleminen ei riitd yksikasitteisesti m33rddmaan jonossa myShemmin
tulevia termeja.

Mika on seuraava luku jonossa (1,2,3,4,5,...)7 Luonnollisesti
mielldimme, ettd kyseessd on jono (k)22 ,, jolloin seuraava luku on 6,
mutta eihdn ndin tdydy vilttamatta olla!

Miksei kyseessa voisi olla vaikka jono (ax)g2;, missa

a, = |0,123457 - 10X | — |0,12345 - 10k~1] - 10

(merkinta | -] tarkoittaa positiiviselle luvulle sen kokonaisosaa, esim.
Lll 3] = 11). Tllin

= [1,23457) — [0,12345]-10=1-0-10=1
azzuz 3457] — [1,2345)-10=12—1-10 =2
a3 = |123,457] — [12,345| - 10 =123 — 12-10 = 3
as = |1234,57] — [123,45] - 10 = 1234 — 123-10 = 4
as = |12345,7] — [1234,5) - 10 = 12345 — 1234-10 = 5
as = | 123457) — | 12345 - 10 = 123457 — 12345 - 10 = 7



Aritmeettisessa jonossa kahden perdkkdisen termin erotus on vakio, ts.
(ak)72; on aritmeettinen, jos on olemassa sellainen d € R, ettd

dk+1 — dk = d

kaikilla k > 1. Aritmeettisen jonon, jonka perdkkdisten termien erotus on
d, ks termi on siis a, = a1 + (k — 1)d: (perustellaan induktiolla)
Tapaus k = 1 selva. Jos ax = a1 + (k — 1)d jollakin k > 1, niin
ak+1:ak+d:al+(k—1)d+d:al+kd.
Esim.

ar =k, (ak)2, =(1,2,3,...) on aritmeettinen (d = 1)

ax =2k —1, (ak)2; = (1,3,5,...) on aritmeettinen (d = 2)

ak = k2, (ak)2; = (1,4,9,...) ei ole aritmeettinen

ak =271 (ak)2, = (1,2,4,8,...) ei ole aritmeettinen



Aritmeettisen jonon (ax){_;. jonka perdkkiisten termien erotus on d,
summa saadaan kaavasta

2
k=1
Todistus:
da=) (a+(k-1)d)=> ar+)» (k—1)d
k=1 k=1 k=1 k=1
n n—1 (n_ l)n
:nal—&—d;(k—l):nal+d;k:nal+?d

Tatd kaavaa on hyva kdyttdd, kun tietdd perdkkiisten termien erotuksen.
Summan voi kuitenkin laskea ilmankin d:t3, mikéli tietd3 jonon pituuden
lisdksi ensimmaisen ja viimeisen termin:

& -1 —1)d n
Zakznal-i-n(n )d:nal+al+(n ) _ptan
e 2 2 2



Aritmeettisen jonon summa - Esimerkki 1

» Jonon (2k — 1)1, =(1,3,5,7,...,19) summa on

a + a, 1+19
arTEn 0. =2 — 100.
n 5 0 > 00

» Jonon (5,8,11,...) kahdenkymmenen ensimmdisen termin summa

on
"(n_l)d=20-5+20é—19'3=670.

nai +



Aritmeettisen jonon summa - Esimerkki 2

Tien pituus on 50 km. Tien varteen asetetaan sihkotolppia 50 m vélein.
Ensimma&inen tolppa on pystytetty tien alkuun ja loput 1000 tolppaa on
kasattu sen viereen, mistd kuorma-auto vie niitd paikoilleen, 20 tolppaa
yhdessd kuormassa. Kuinka pitkdn matkan kuorma-auto joutuu
kulkemaan ennen kuin kaikki tolpat ovat paikoillaan?



Pystyttdessddn 20 tolppaa 50 metrin vilein kuorma-auto kulkee
kilometrin matkan. Ensimmiiselld edestakaisella matkalla auto kulkee siis
kaksi kilometria. Seuraavalla matkalla auton on ensin ajettava kilometri
paastakseen tolpattoman osuuden alkuun, pystytettdva sitten mukana
olevat 20 tolppaa ja palattava lopuksi takaisin. Voidaan ajatella, ett3
auto kulkee edestakaisin tuon kilometrin matkan ja tekee sitten
ensimmaistd matkaa vastaavan matkan. Matkaa kertyy toisella kertaa siis
2 4 2 = 4 kilometri3d. Kolmas matka on vastaavalla tavalla 4 +2 =6
kilometria. Viimeisen, eli 50. matkan pituus on kaksi kertaa koko tien
pituus eli 100 km. Kuljetusmatkojen pituudet muodostavat aritmeettisen
jonon (2k)%%,. Jonon termien summaksi saadaan

2+ 100

= 2550.
> 550

50

Kuorma-auto joutuu siis kulkemaan 2550 km ennen kuin urakka on
valmis.



Matemaatikot Ben Green ja Terence Tao todistivat vuonna 2004 vanhan
konjektuurin alkulukujen aritmeettisista jonoista:

Alkuluvut sisaltdvat mielivaltaisen pitkid aritmeettisia jonoja.

Olipa siis n mik3 hyvdnsa luonnollinen luku, niin 18ytyy n:n alkuluvun
jono, jonka perdkkaiset termit ovat vakioetdisyydelld d toisistaan. Esim.
n=3:(3,57), (d =2)

n=4:(5,17,29,41), (d = 12)

n=>5:(5,11,17,23,29), (d = 6)

Onnistutko 16ytdmaan lisdd samanpituisia tai pidempia?



Geometrisessa jonossa kahden peridkkdisen termin suhde on vakio, ts.
(ak)72, on geometrinen, jos on olemassa sellainen r € R, r # 0, ettd
a’;—zl = r kaikilla k > 1. Geometrisen jonon, jonka perdkkaisten termien

suhde on r, k:s termi ax = a;r¥~ 1. Niinpa geometrinen jono on aina
muotoa (a,ar,ar?,...), missi a# 0jar #0
Esim.

ak = (3)1, (an)32; = (1,3, 1,...) on geometrinen.

ar =23k (ak)%_; = (2,6,18,54) on geometrinen.



Pankkitililla oli vuonna 2001 a euroa. Joka vuodenvaihteessa tilille
lisdtddn korko, joka on 3% tilin saldosta. Vuonna 2002 tililla on

a-+ ia = Qa euroa
1007 100 '

vuonna 2003 sielld on
103 3 /103 103 3
- (=== =""3(1
100° 1 100 (100 a) 1003( 100)

(103

2
ﬁ) a euroa.

Merkitdan sg:lla tilin saldoa vuonna 2000 + k. Saamme geometrisen
jonon (s, s2, 83, ...), jonka ensimmdinen termi on a ja perdkkiisten

termien suhde on 123 ts.
B (103)’<*1
*=\100/) “?

100"
kaikilla k > 1 eli (sx)¢2; on geometrinen.




Geometrisen jonon summa

Geometrisen jonon (ax)7_; = (a, ar, ar?

saadaan kaavasta

yo.,ar"™ ), r#£1, summa
n
1—1r"
E d = a .
1—r
k=1

Tama nahdaan kertomalla summaa 1 — r:ll3 ja huomioimalla
kumoutuminen:

(1-r) Zak = (atart-- ‘+arn—1)_(ar+ar2+. far") = a—ar" = a(1—r")
k=1

n
1—1r"
— Zak:al—r
k=1



Geometrisen jonon summa - Esimerkki

5

k—1
»a=1,r=%,<ak>z:1=((%) ) —@wiib )

k=1

5 1\5
1 1 1 1 1—()® 1- 31
:1 = — — — = 2 = 32:_
kEZIc?k +2+4+8+16 1_% % 16




Antiikin aikaisen paradoksin mukaan Akilleus ei voi kilpajuoksussa
saavuttaa kilpikonnaa, jos kilpikonnalle annetaan etumatkaa. Oletetaan
vaikkapa ettd etumatka on 100 metrid. Akilleus juoksee 20 metria
sekunnissa ja kilpikonna "juoksee” kaksi senttimetria sekunnissa. Akilleus
juoksee etumatkan kiinni viidessa sekunnissa, mutta tana aikana
kilpikonna on edennyt kymmenen senttimetrid. Akilleus juoksee 10 cm
matkan 1255 sekunnissa, mutta silloin kilpikonna on edennyt
millimetria. Eli alkaa n3dytt33 silt3, ettd aina kun Akilleus pddsee sinne,
missa kilpikonna oli, niin kilpikonna onkin jo ehtinyt kauemmaksi. Eikd

Akilleus siis koskaan saavuta kilpikonnaa?



Tasaisen nopeuden kaavasta "matka = aika x nopeus”, saamme yhtildn
sille ajanhetkelle ¢, jolloin Akilleus saavuttaa kilpikonnan:

2
1 — - t=20-t.
004—100 0

Yhtalon ratkaisu on t = % ~ 5,005 eli "todellisuudessa” Akilleus
saavuttaa kilpikonnan noin 5 + ﬁ sekunnin p3astd. Paradoksin
kuvailussa tuo aika pilkotaan yha pieneneviin osiin, jolloin rupeaa
ndyttdmaan, ettei Akilleus milloinkaan saa kilpikonnaa kiinni.
Tarkastellaan asiaa seuraavasti: Merkitdan a;:1l3 aikaa, joka Akilleukselta
menee etumatkan kiinniottamiseen, a,:lla aikaa, joka Akilleukselta menee
kilpikonnan ajassa a; kulkeman matkan suorittamiseen, as:lla aikaa, joka
Akilleukselta kuluu kilpikonnan ajassa a, kulkeman matkan

suorittamiseen, jne.



Koska kilpikonna kulkee ajassa a matkan a- % metrid ja Akilleus juoksee

tuon matkan (a- 135)/20 = &5 sekunnissa, niin on voimassa
5 sekuntia j I jokaisella n = 1,2
a; =5 sekuntiaja a, 1 = —— jokaisella n =
1 J n+1 1000 J ]
Taten paradoksissa tarkastellut aikavalit muodostavat geometrisen jonon,

jonka ensimmainen termi on 5 ja jossa perakkéisten termien suhde on
—L_ Geometrisen summan kaavan nojalla on voimassa

1000 *
1—(:&5)" 1 1000 5000 5
cifa, =5 10007 g5 (7 . = —
aifaxteeta - (1 To657) 595 = 995~ 5981571

T&std ndemme, ettd aika on paradoksissa pilkottu osiin, joiden
yhteenlaskettu kesto ei milloinkaan ylita % sekuntia, eli sitd aikaa, joka
Akilleukselta kului kilpikonnan kiinnisaamiseen. Oikea johtop&&tds ei siis
ole, ettei Akilleus saavuta "koskaan” kilpikonnaa, vaan ettei Akilleus

saavuta kilpikonnaa "koskaan ennen kuin % sekunnin paistd”.



