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Ratkaisuehdotuksia (Jr)

1. Taydennéd lemman 5RC todistus, ts. osoita, ettd joukossa x +x y ei ole
suurinta alkiota.

Ratkaisu: Olkoon ¢ +r € x +x y, missé q € x ja r € y. Koska joukoissa x ja
y ei ole suurinta alkiota, on olemassa sellaiset ¢’ € x ja 1’ € y, ettd g < ¢ ja
r < r’. T&lloin lauseen 5QJ nojalla

g+r<qd+r<d+rextpy.
Siis joukossa x +g y ei ole suurinta alkiota.

2. Oletetaan, ettd p on positiivinen rationaaliluku. Osoita, ettéd jokaista re-
aalilukua x kohti on olemassa sellainen rationaaliluku ¢ € x, ettd p + ¢ ¢ x.

Ratkaisu: Todistetaan aluksi kaksi aputulosta.

Osoitetaan aluksi, ettd jos a ja b ovat kokonaislukuja ja a on positiivinen,
niin b < E(k) - a jollakin k£ € w. Harjoituksen 7 tehtévén 6 nojalla voidaan
olettaa, ettd a = [(m™,0)] jollakin m € w. Olkoon b = [(p, q)]. Nyt

b < E(k)-ajoss [(p.q)] < [(k,0)] - [(m™",0)]
joss p < km™ +q.
Tama epayhtilo on voimassa, kun tapauksessa p < ¢ valitaan k = 0, tapauk-

sessa p = ¢ valitaan k = 1 ja tapauksessa ¢ < p valitaan k = r*, missi r*+
on se luonnollinen luku, jolle ¢ + r* = p.

Osoitetaan sitten, ettd jos p ja r ovat rationaalilukuja ja p on positiivinen,
niin r < E(E(k)) - p jollakin k € w. Olkoot p = [(a,b)], missd a,b > 0, ja
r = [{c,d)], missid d > 0. Nyt

r < B(E(R)) - p joss [{e, d)] < [(E(E), 1)] - [(a,5)]
joss ¢b < E(k) - ad.

Koska ad on positiivinen kokonaisluku, viite seuraa edelld osoitetusta tulok-
sesta.



Osoitetaan nyt itse tehtavan véite. Olkoot p positiivinen rationaaliluku ja x
reaaliluku. Tehddin vastaoletus: kaikilla ¢ € x on p+¢q € x. Koska = # (), on
olemassa ¢y € x. Siis

pP+q €z,
p+(P+q)=2p+q €=,
p+(2p+q)=3p+q €,
p+Bp+aq)=4p+q €,

Induktiolla voidaan helposti todistaa, ettd E(E(n)) - p+ qo € x kaikilla n €
w. Olkoon nyt r € Q. Edelld osoitetusta tuloksesta seuraa, ettd olemassa
sellainen n € w, jolle r — gy < E(E(n)) - p, jolloin r < E(E(n)) -p+ qo € .
Siis 7 € x, ja néin ollen z = QQ, miké on ristiriita.

3. Osoita, ettd kaikilla reaaliluvuilla x péatee 0 <g |z|.

Ratkaisu: On osoitettava, ettd kaikilla reaaliluvuilla x patee Og C x U —x.
Olkoon siis r < 0 rationaaliluku. Jos r € x, niin r € x U —z. Oletetaan, etta
r ¢ x. Talldin —r > 0 > r ja —(—r) =r ¢ z, joten r € —x.

4. Osoita, ettd jos r <g y, niin on olemassa sellainen rationaaliluku r, etta
T <p E(T) <R Y,
ts. kahden eri reaaliluvun vélissd on rationaaliluku.

Ratkaisu: Oletetaan, ettd x <g y. Talloin x C y, joten on olemassa sellainen
rationaaliluku ¢, jolla ¢ ¢ = ja ¢ € y. Koska joukossa y ei ole suurinta
alkiota, patee ¢ < r € y jollakin rationaaliluvulla y. Osoitetaan nyt, etté
x <g E(r) <g y. Olkoon p € x. Koska x on suljettu alaspiin, on p < r, joten
p € E(r). Toisaalta ¢ € E(r) \ z. Siis  C E(r) eli x <g E(r). Olkoon sitten
p € E(r). Talloin p < r € y. Koska y on suljettu alaspéin, on p € y. Toisaalta
rey\ E(r). Siis E(r) Cyeli E(r) <gy.

5. Reaaliluvun x itseisarvo médriteltiin asettamalla |z| = = U —x. Mistéd
tieddmme, ettéd |z| € R?



Ratkaisu: Reaaliluvuille z ja —x pétee trikotomian ja reaalilukujen joukon
jarjestysrelaation méaaritelmén perusteella tdsmélleen yksi seuraavista:

xC—z, v=-—x —xCux,
jolloin vastaavasti pétee
tU—2r=—2, zU—2x=2=-—2, xU-—-x=u1x.
Siis || on reaaliluku.
6. Osoita, ettd yhtilo
f(m,n)=2"2n+1) -1
médrittelee bijektion joukosta w X w joukkoon w.

Ratkaisu: Osoitetaan, ettd f on injektio: Olkoot m, m/,n,n’ € w ja f(m,n) =
f(m/,n'). Tallin 2™(2n + 1) = 2™ (2n’ + 1). Jos m < m/, niin saadaan
2n+41 = 2™ ~™(2n/+1), missé vasen puoli on pariton ja oikea puoli parillinen,
miké on ristiriita. Oletus m’ < m johtaa vastaavasti ristiriitaan. On siis oltava
m = m/, jolloin saadaan 2n +1=2n'+1elin =n'.

Osoitetaan sitten, ettd f on surjektio: Olkoon k& € w. Jos k on parillinen,
niin k& = 2p jollakin p € w. Télloin f(0,p) = k. Jos k on pariton, niin
k=2p+1=2p+1)—1 jollakin p € w. Téssd p + 1 voidaan esittda
muodossa p + 1 = 2"(2s + 1) joillakin r, s € w. Siis f(r + 1,s) = k.

7. Todista lause 6A: Kaikilla joukoilla A, B ja C pétee:
a) Ax A,
b) jos A~ B, niin B = A,
¢) jos A~ B ja B~ C, niin A~ C.

Ratkaisu: a) Identtinen kuvaus id : A — A, id(x) = z, on selvésti bijektio.
b) Jos f : A — B on bijektio, niin f~: B — A on bijektio.

c) Jos f: A — B on bijektio ja g : B — C on bijektio, niin go f: A — C
on bijektio.



