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Ratkaisuehdotuksia (Jr)

1. Osoita, etté kaikilla rationaaliluvuilla r pétee:

7 <@ Og joss Og <g —7.

Ratkaisu: Olkoon r € Q. Koska rationaalilukujen yhteenlasku siilyttaa jar-
jestyksen (lause 5QJ), niin

r <g Og joss 7 +q (—r) <g Og +q (—7)
joss 1 +¢q (=) <g —7T +¢ Og
joss Og <@ —.

2. Todista kokonaislukujen yhteenlaskun supistussdanto (korollaari 5ZK (a))
lauseen 5ZD avulla lauseen 5ZJ asemesta.

Ratkaisu: Olkoot a,b,c € Z. Lauseen 5ZD ja kokonaislukujen yhteenlaskun
liitdntélain nojalla saadaan

atzc=b+zc= (a+zc)+z(—c)=(b+zc)+z(—c)
= a+z (c+z (—¢)) =b+z (c+z (—c))

=a+70;, =b+4+74 0y
= a =0.

3. Osoita, etté rationaalilukujen joukon jarjestys on tihed, ts. jokaisen kahden
eri rationaaliluvun vélissd on rationaaliluku:

p<gs= (Ir)(p<qgr<gs).

Ratkaisu: Olkoot p, s € Q, jolloin r = %p + %5 € Q. Koska p <gq s, pétee
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joten p <g r <gq s.
Toinen tapa: Olkoot p = [(a, )] ja s = [(c, d)], missd b, d > 0. T&lloin

p <q s joss ad < be joss bc — ad > 1.

Toisaalta

p = [(2ad, 2bd)] ja s = [(2bc, 2bd)],

jolloin
p <g s joss (2ad)(2bd) < (2bc)(2bd) joss 2ad < 2bc.

Nyt 2ad < 2ad + 1, ja 2ad + 1 < 2bc, koska 2bc — 2ad = 2(bc — ad) > 2. Kun
valitaan r = [(2ad + 1, 2bd)], pétee siis

p<gr <qgs.

4. Olkoon Q' = {[(m,n)] € Q | m = np jollakin p € Z}. Osoita, ettd EZ =
@', missé F on upotusfunktio Z — Q.

Ratkaisu: Kaikilla m € Z pétee E(m) = [(m,1)] € Q', koska m = 1 - m. Siis
EZ C Q'. Olkoon sitten a = [(m,n)] € Q'. Télléin m = np jollakin p € Z.
Siis a = [(np,n)] = [(p, 1)], koska (np) - 1 = p - n. Néin ollen a = E(p), ja on
osoitettu, ettd Q' C EZ.

5. Tédydenné lauseen 5RB todistus, ts. osoita, ettd | J A on suljettu alaspéin
ja siiné ei ole suurinta alkiota.

Ratkaisu: Osoitetaan ensin, ettd | J A on suljettu alaspéin. Olkoon ¢ € [J A
jar < q. Talloin g € x jollakin = € |J A. Koska = on suljettu alaspéin, on
r € x. Mutta télléin r € |J A. Siis |J A on suljettu alaspéin.

Osoitetaan sitten, ettd joukossa |J A ei ole suurinta alkiota. Tehddén vas-
taoletus: joukossa | J A on suurin alkio ¢. Siis ¢ € |J A, joten ¢ € x jollakin
x € |J A. Mutta tdllsin ¢ on Dedekindin leikkauksen x suurin alkio, mikd on
ristiriita. Siis joukossa [ J A ei ole suurinta alkiota.

6. Hahmottele todistus, ettd Q on numeroituva, ts. ettd on olemassa bijektio
w— Q.

Ratkaisu: Téssé todistus kurssikirjan sivulta 130. Jirjestetdén rationaalilu-
vut (tai niiden edustajat, joiden nimittdja on positiivinen) kaavioksi oheisen
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kuvan mukaisesti. Aloitetaan kulku kaaviossa rationaaliluvusta 0/1 ja mer-
kitddn sen viereen sahasulkeisiin luonnollinen luku 0. Kuljetaan kaaviossa
nuolten mukaan merkiten kulun aikana rationaaliluvun viereen hakasulkeisiin
seuraava luonnollinen luku, mikéali samaan rationaalilukuun ei ole kulussa sii-
hen mennessé vield tormétty. Tama kulku mééarittelee funktion f : w — Q.
Siis (0) = 0/1, f(1) = 1/1, f(2) = 1/2, f(3) = —1/2, f(4) = —1/1,
f(5) = —=2/1, f(6) = —2/3 jne. Funktion f konstruktio takaa, ettd f on seké
injektio ettéd surjektio, ts. bijektio.
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