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5.20. Lemma. Jos H, K € blly ja X ja Y ovat rajoitettuja jatkuvia martin-

gaaleja, niin

(X0 (YD h= [ HORAXY ).
Brityisesti,

B X)(K V), =B [ HEKEAXY),

Todistus. Oletetaan aluksi, ettdi H = C[s € (a,b]] ja K = D[s € (a,b]].

Talloin kovarianssiprosessin méaritelmén nojalla yritdmme nayttaa, etta
t
= (H- X)(K-Y), _/ HIG,A(X,Y )y = V(1) — R(1)

0
on martingaali. Osoitamme vaitteen ensin kun, a < s < ¢t < b. Kun tama on
osoitettu, niin jos s < a, niin

E (Z(t)"g\é?) =E (E (Z<t>‘ya) ’9\3) =E (O’}\S) :OZZ(S)
Jos taas s > b, niin
E (Z()| 7;) = Z(b) = Z(s).

Nyt E (V(t)| %) = CDE (X; — Xo)(Y: = Yo) | #) =1 CDE (V'(t)| F).
Vastaavasti

E (R(t)|#:) = CDE ((X,Y ), = (X,Y)a | F) = CDE (R(t)| F) -
Ryhmittelemme nyt termit sopivasti, jolloin
VI(t) = R(t) = (XY — (X, Y)e) = (XaYa — (X, Y )a) — XiYo — XoYs
= Vi(t) = Vo — Va(t) — Va(t)
Ensimmaisen termin ehdollinen odotusarvo on
E (Vi(t) | F) = Vi(s)

Seuraava on jo .%,-mitallinen ja martingaaliominaisuuden nojalla havaitsem-

mekin siten, etta
E (V(t) = R'(t) | #) = Vi(s) = Vo = Va(s) = Va(s) = V'(s) — R'(s),
joten E (Z(t)| %) = Z(s). O

Olemme valmiita yleistdmé&an Lemmat 5.17 ja 5.20 yksinkertaisille ennustet-
taville prosesseille. Maarittelemme alustavasti integraalin yksinkertaisille en-

nustettaville prosesseille.
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5.21. Alustava méaaritelma. Kun H(s) = Hi(s)+... Hy,(s) € Ay ja H;Hy, =

0, kun £k # j niin méaérittelemme, etta
m t
(H-B), = Z/ Hy(s) dB(s).
k=170
Taman hyvin ennakoitavan méaritelmén nojalla seuraava lemma on selvio.

5.22. Lemma. Lemmat 5.20 ja 5.17 ovat voimassa, kun Iy korvataan 115 :1ld.

Todistus. HT. O

Lemman 5.22 ja siten Lemman 5.20 nojalla tiedamme erityisesti, kun H = K
sekd X =Y, etta

E(H-X)? :E/tH(s)Qd X

jokaisella t, joten erityisesti, kun X on rajoitettu martingaali, niin

H - X —SuEHX =sup E H
oy X e =B (X = /

= [ H % < o0,

joka siis antaa kahden positiivisen luvun yhtésuuruuden. Jos pidamme proses-
sia H € bll muuttujana, niin identiteetti antaa siten kuvausten fi(H) := H —
| (H - X)||.g2 ja fo(H) :== H — || H || x arvojen yhtdsuuruuden. Ensimmaéinen

kuvaus f; kuvaa avaruuden

AM* :={Y : Y on adaptoitu martingaali, jolle || Y ||, = supEY;? < o0 }
£>0

positiivisille luvuille R, . Toinen kuvaus fo puolestaan kuvaa avaruuden
II(X) :={ K : K on adaptoitu ennustettava prosessi, jolle | K ||x < oo }

positiivisille luvuille. Haluammekin 16ytaa kuvauksen .# : Tlo(X) — .42, joka
tekisi seuraavasta kuvaajasta kommutoivan. Koska bIl; C II5(X), niin tieddm-
me kuvausken .#’: bII; — .#? olevan olemassa. Kaytimme tita kuvaajan &
rakentamiseen funktionaalianalyysin keinoin. Naytamme seuraavat asiat
i) kuvaus Y — || Y ||.z2 on normi ja K — || K || x on normi
i1) osajoukko bIT; C TI2(X) on tihed, eli jokaista H € II5(X) kohti 16ytyy
sellainen jono (H,) C blly, ettéd | H — H, ||x — 0.
i17) normiavaruus (.22, || - ||.42) on tiydellinen eli jokainen avaruuden Cauc-

hyn jono suppenee.

Néiden tietojen avulla voimme maéaritelld halutun kuvauksen .# seuraavasti:

J(H) := lim ¥'(H,), kun (H,) C bIl; ja lim [| H,, — H [|x = 0.

n—oo
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Kohdan i7) nojalla tallainen approksimoiva jono (H,) on aina loydettévissa.
Mikéaan ei kuitenkaan takaa, ettd jono olisi yksikasitteinen, joten on naytetta-
va, myos, ettei kuvaus .# riipu jonon valinnasta. Edelleen on néytettavé, etté
S (H) € M* eli kuvauksella on halutut ominaisuudet.

Kun tdmé on tehty, voimme kéyttdd kuvausta .# stokastisen integraalin

maéaarittelyssa.

5.24. Alustava maédritelméa. Jos H € II(X), niin ennustettavan prosessin H

stokastinen integraali rajoitetun martingaalin X suhteen on
t
(H-X), ::/ H(s)dX(s) := F(H)(t).
0

Nyt voimme nayttaa, ettd .# on rakennettavissa. Naytdmme ensin, jos (H,,)

on prosessia H approksimoiva jono, niin

lim .#'(H,) € .#*

eli raja-arvo on olemassa. Tama on helppo, silli .#Z? on tiydellinen. Riittai
siis osoittaa, ettd jono (#'(H,)) on avaruuden .#* Cauchyn jono.
Nyt

| I (Hn) — I (H) a2 = || ((Hn — Hy,) - X) Lz = || Ho — Hn || x

isometriakaavan (5.23) nojalla. Koska (H,) on suppenevana jonona Cauchyn
jono, niin oikea puoli lahestyy nollaa, kun n,m — oo, joten (#'(H,)) on
Cauchyn jono.

Seuraava "kikkakolmonen” on todellinen perustemppu, joten se on hyvéa kéy-

dé jalleen kerran lapi. Haluamme nyt osoittaa, etté raja-arvot

M = lim #'(H,) = lim #'(K,) =: M,

olivat (H,) ja (K,) mita tahansa prosessin H approksimoivia yksinkertaisten
ennustettavien prosessien muodostamia jonoja. Taman tiedon avulla tiedam-
me, ettid & : [Iy(X) — .#? on olemassa ja siten mééritelmidmme stokastiselle
integraalille on hyvin asetettu.

Olkoon (H,), (K,) C bll; kaksi prosessia H approksimoivaa jonoa. Mé&éarit-
telemme jonon

Ly, =) ([n=2k]H,+ [n=2k+1]K).
keN

Jono (L,,) C bIly, silld jokaisella n vain yksi summattavista poikkeaa nollasta.
Kun € > 0, niin oletuksen perusteella 16ytyy sellainen N € N, etté || H,— H ||V
| K, — H|| < ¢ jokaisella n > N. Kun n — oo, niin

| H =Ly |[n=2k>2N+1]=| H— Hy|[n=2k k> N]<e.
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Vastaavasti
|H—L,|[n=2k+1>2N+1]=||H—-Kil||/[n=2k+1,k>N]<e.
Summamalla namé yhteen, ja summaamalla yli k:n havaitsemme siten, etta
|H—L,||[[n>2N+1]<e.

Siispd (L,,) suppenee myos kohti prosessia H. Y14 jo osoitimme, ettd tasta
seuraa, ettd jono (.#'(L,)) suppenee kohti jotain alkiota M € .#?. Koska
(#'(H,)) C (H'(Ly)), niin osajono #'(H,) — M myoskin. Raja-arvon yk-
sikasitteisyyden nojalla M; = M. Vastaavasti ndemme, ettd M, = M, joten
raja-arvot ovat samat.

Olemme siis muutamaa teknista yksityiskohtaa (eli Lausetta 5.18 ja kohtia
i), i1) seké iii)) vaille méaaritelleet Iton integraalin jo varsin suurelle luokalle

ennustettavia prosesseja.

5.25. Esimerkki. Jos X = B on Brownin liike, niin ( X ) = ¢. Edelleen H (t) =
B(t)* on jatkuva ja adaptoitu, eli se on ennustettava. Siispa H'(t) = H(s)[t €
(0, s] ] on my6s ennustettava ja
E /H’(t)th =E / B(t)*dt = Ck/ t*dt < oo
0 0
Padttelemme siten, ettd prosessi H' € Il(X). Toisaalta havaitsemme, ettd
H ¢ I15(X) vaikka jokaisella kiintedlld t > 0 vastaava katkaistu prosessi sinne

kuuluukin.

Taméan esimerkin rajoite ndyttad hieman keinotekoiselta ja on helposti pois-

tettavissa.

5.26. Maaritelma. Olkoon II3(X) niiden ennustettavien prosessien H joukko,

jolle
t
/ H(s)2d( X ), < oo
0

melkein varmasti jokaisella ¢ > 0.

On varsin selvad, ettd Iy(X) C I3(X). Edelld kdydyn esimerkin prosessi
H ¢ I15(X) kuuluu joukkoon II3(X), silla

E /tH(s)st = EK (t) < oo,

ja siten K (t) < oo melkein varmasti. TAméa myoskin selittad, miksi emme enda
vaatineet odotusarvon olevan aérellinen, silld sehan on huomattavasti rajoitta-

vampi vaatimus ja mehan pyrimme yleistaméan, emme rajoittamaan.
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Kuinka méérittelemme prosessin H € I13(.X) stokastisen integraalin rajoite-
tun martingaalin X suhteen. Edella ollut esimerkki valaissee myos tata. Kat-
kaisemme vain integroitavat prosessit, kun ne meinaavat kasvaa litkaa. Olkoon
siis H € II3(X) ja

T, :=inf{t>0: /OtHQ(s)d(X)S>n}

Tieddmme jo, ettd 7, on pysdhdyshetki ja koska H? ja ( X ), ovat ennustetta-
via prosesseja, niin [s < 7, ] on ennustettava caglad-prosessi. Siispa katkaistu
prosessi

H,(t) = HO[t < 7,]
on joukon Iy (X) alkio, silla || H, ||x < n. Koska H € II3(X), niin jokaisella
kiintealla ¢ > 0 on melkein varmasti 7,, > ¢ riittdvan suurilla n. Siispa

H(t) = Hy(t)

kunhan n on riittavan suuri. Siispa

(H - X)(t) = (Hn - X)(t)

riittavan suurilla n. Koska n vield riippuu ¢:sta, tamaé ei ole riittava maaritelma.

Haluaisimme asettaa
(H - X)(t) = lim (H, - X)(¢),

silla askeisen perusteella jokaisella kiinteélld ¢ raja-arvo oikealla on melkein
varmasti olemassa. Voimme maarata integraalin ilman raja-arvoakin seuraa-
vasti.

Kun n > m, niin H,(t)[t < 7, | = H,(t) ja siten

((Hn— Hp) - X)t[t <Tm] =0
jokaisella n > m. Lineaarisuuden nojalla tdméa voidaan my6s muotoilla
(Hp - X[t < 7] = (Hp - X)i[t < |-
Valitsemalla nyt n riittdvan suureksi, saamme
(H - X)i[t < 7] = (Hpp - X)o[t < 7],
joten jos madrittelemme

(H . X)t = Z(Hk . X)t[Tk—l <t< Tk]
k>1
olemme saaneet yllimainitun raja-arvon maarattya.
Ennenkuin jatkamme integraalin kahden tarkeédn ominaisuuden (eli niiden
kahden lemman, joita olemme askelittain yleistédneet) todistamisen téssé ylei-

syydessé, osoitamme kohdat i),ii) ja iii) ensin, ettei koko korttitalo ole koko



68 STOKASTISET DIFFERENTIAALIYHTALOT

ajan romahtamaisillaan. Lauseen 5.18 todistusta lykkdamme edelleen (ei siksi,
ettd se olisi erityisen vaikea, mutta sen lapikaynti keskeyttaa ajatuksen).

Kohta i) on varsin helppo, silld siiné tulee osoittaa, etté
[zl =0, [[Xxll=[A[zl, Jja [zt+yll<zl+yl

ja liséksi, etté jos ||« || = 0, niin = = 0. Positiivisuus sekéd homogeenisuusehto
ovat molemmissa tapauksissa selvioita. Kolmioepayhtalon osoittaminen jatet-

takoon harjoitustehtavaksi.

Kohdan ii) todistus. Kohta ii) seuraa tietyssa mielessd kohdasta i) ja esityk-
sestdmme ennustettavalle o-algebralle II. Tieddmme, etté joukot (a,b] x A vi-
rittavat koko o-algebran II, joten niiden virittdméa algebran monotoniset rajat
antavat koko o-algebran II. Jos &7 on joukkojen (a,b] x A virittdma algebra,
niin

o = {Ua], XA Aefa,a1<b1<a2<b2 San<bn}

Siispé Jokamen H, joka on II-mitallinen, on monotoninen raja yksinkertaisista

ennustettavista prosesesseista. Oletetaan, ettéi

/ H*(t)d({X ), < o0

jaetta H, T H. Talléin (H — H,)* < 2|H|(H — H,,) < 4H?, joten dominoidun
konvergenssin lauseen nojalla

lim E /OOO(H(t) — H,(t))*d(X); =0.

n—oo

O

Kohdan iii) todistus. Haluamme nyt ndyttéi, ettd nelidintegroituvien martin-
gaalien avaruus varustettuna normilla M — || M || 42 =: || M || on téydellinen.
Todistuksia on monia, mutta tehdaan seuraavassa varsin elementaarinen todis-
tus.

Oletetaan, ettd (M,) on Cauchyn jono avaruudessa .#?2. Siispi

E (M (t) = M (t))* < | My — My || = sup B | M, (s) - M'(s)]* =0

jokaisella s > 0. Koska M,,,, = M, — M, on martingaali, niin Mim on sub-
martingaali. Siispé

E M, (5)*> <E M, ,(t)?
jokaisella s < ¢, joten joten jo pelkdstaan tiedosta, ettd (M, (t)) on Cauchyn
jono L*(Q) seuraa, etté

sup E |M,(s) — M'(s)]* — 0.

0<s<t
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Eli voisimme korvata sup-suppenemisvaatimuksen yli adrellisen valin pelkan
pistettiisen suppenemisen vaatimukseen valin ylarajalla. Jos siis menisimme

rajalle £ — oo, niin sup-vaatimus
| Mym || — 0
olisi korvattavissa vaatimuksella
E M, ;n(00)* — 0.

Ja todellakin tdma on téysin pitévi argumentti. Koska M,, on nyt L?-rajoitettu
martingaali, niin martingaalikonvergenssilauseen nojalla on olemassa melkein
varma (ja L3-raja)

M, () = Jlim M, ().
Koska Man on submartingaali, joten

| M m H2 = tlirgoEMn,m(tV = E (M,(00) — Mm(oo))2 :

Tamén isometrisyysominaisuuden nojalla (M, (c0)) on Cauchyn jono avaruu-
dessa L?(Q), niin joten on olemassa rajasatunnaismuuttuja M (oo). Voimme

nyt maaritella tdméan avulla martingaalin
M) = E (M(x0) | F)
ja koska tieddmme myos, etta M, (t) = E (M,(c0)|.%#), joten
| M = M, | = B (B (M(o0) = Ma(00)| £1) ) < B (M(s0) = My (o0))

joko Cauchyn-Schwarzin epéayhtalon tai Jensenin epayhtalon nojalla. Koska
M (o0) on jonon M,(0o) raja-arvo avaruudessa L%()), joten voimme péételld,
ettd || M — M, || — 0. Siispa .#* on taydellinen. O

Voimme nyt osoittaa, ettéa integraali jatkuvan lokaalin martingaalin suhteen
on edelleen lokaali martingaali, jopa silloin, kun integrandi kuuluu luokkaan
I15.

5.27. Lemma. Jos H € Il3 ja X on jatkuva lokaali martingaali, niin niin

(H - X); on jatkuva lokaali martingaali.

Todistus. Palautamme véitteen aluksi helpommaksi véitteeksi, jonka mukaan
(H - X)) on jatkuva martingaali, jos H € I ja X on rajoitettu jatkuva mar-
tingaali.

Silloin voimme kayttda pysayttamista eli asetamme

t
T, =1inf{ ¢t > 0: /H(s)d<X>S>ntaiXt>n}
0
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Nyt X, := X™ on jatkuva rajoitettu martingaali, silla X"(t) < n jokaisella
t > 0 jatkuvuuden nojalla. Lisdksi H,, := H|[t < 7,,| on ennustettava prosessi,

jolle

[ Hllxe =sup B [ (97 A06)6) <B [T (@HEPAX)E) <0

Siispé oletuksen mukaan (H, - X,,) on jatkuva martingaali. Koska

tATh
(H - X)i = i H(s)dX(s) = (Hy - Xp){",
ja koska 7,, — oo melkein varmasti, kun H € Il3, voimme téasta paatella, etta
(H - X)) on jatkuva lokaali martingaali.

Osoitamme vield helpotetun vaitteen, eli oletamme H € II, ja X on rajoi-
tettu ja jatkuva martingaali. Koska (H - X)) = #(H), niin (H - X') on ainakin
martingaali. Toisaalta tieddimme, etta jos (H,) C bIl; on approksimoiva jono,
niin (H, - X) on jatkuva jokaisella n. Nyt Doobin L?-maksimaaliepdyhtilon

mukaan

E sup |(H,  X),— (H-X),|* <4E|(H, - X); — (H - X)|?,

0<s<t

joten (H - X) on tasaisena rajana jatkuvista prosesseista myoskin jatkuva. O

Viimeisené yleistyksena kasvatamme prosessiluokkaa, jonka suhteen voimme
integroida, kun samalla hieman rajoitamme integroitavien prosessien luokkaa.

Maéarittelemme suurimman integroivien prosessien luokan seuraavasti.

5.28. Maaritelma. Sanomme, etta (X;) on jatkuva semimartingaali, jos X; =
M; + A;, missd M on jatkuva lokaali martingaali ja A jatkuva lokaalisti hei-

lahteleva adaptoitu prosessi.

Jatkuvien semimartingaalien tapauksessa tdma jako martingaaliosaan ja ra-

joitetusti heilahtelevaan osaan on yksikasitteinen.

5.29. Lemma. Jos X on jatkuva semimartingaali, niin se voidaan yksikdasit-
teisesti esittad summana X = M + A, jos A(0) = 0.

Todistus. Jos X = My 4+ Ay = My + Ay, niin M; — My = Ay, — A; on jatkuva
lokaali martingaali, joka on lisaksi rajoitetusti heilahteleva. Tieddmme, etta
talloin My — Ms on vakio, joten Ay — A; = C. Koska A;(0) = Ay(0), niin vaite
seuraa. ]
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Rajoittamalla integroitavien prosessien H luokka lokaalisti rajoitetusti hei-
lahteleviin prosesseihin [bll, voidaan integrointi yleistaa jatkuvien semimartin-
gaalien yli. Jatdmme harjoitustehtévaksi miettia, miksi (bII C II3. Kun tie-
ddmme tamén, niin tieddmme jo, mitd on (H - M), kun M on jatkuva lokaali

martingaali. Jos maarittelemme

5.30. Maaritelma. Jos H € IbII(X) ja A on jatkuva lokaalisti heilahteleva
adaptoitu prosessi, niin prosessin H stokastinen integraali prosessin A suhteen

(H - A)(w, 1) ;:/O H(s,w) dA(s, w),

kun integraali méaritellain melkein varmasti poluittain Lebesguen—Stieltjesin

integraalina.

Yhdistamaélla nadmaé tiedot ja soveltamalla Lemmaa 5.29, voimme hyvin méa-

ritella stokastisen integraalin myos semimartingaalin suhteen.

5.31. Maaritelma. Jos H € IbII(X) C I3 ja X = M + A on jatkuva semi-
martingaali ja A(0) = 0, niin niin prosessin H stokastinen integraali semimar-

tingaalin X suhteen on

Olemme nyt méaritelleet kaikki stokastisen integroinnin kasitteet, mité tar-
vitsemme. Osoitamme vield puuttuvat palaset eli Lauseen 5.18 sekd Lem-

man 5.20 yleistyksen.

5.3. Lauseen 5.18 todistus. Jakson 5.1 alun esimerkissé tarkastelimme, kuin-
ka méarittelisimme Brownin liikkeen integraalin itsensa suhteen. Paadyimme

tarkastelemaan satunnaismuuttujien summaa

n—1
Ya(t) = > (Vi B(tk)),
k=0
missad tp =0 < t; < --- < t, = t. Tuolloin paattelimme suurten lukujen lain

nojalla suppenevan melkein varmasti kohti kasvavaa funktiota ( B ), = ¢. Olim-
me jo aikasemmin todenneet, ettd B(t)>—( B ); on martingaali, joten tiedimme

varianssiprosessin olemassaolon ainakin Brownin liikkeen tapauksessa.
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Néaytamme seuraavaksi, ettd voimme yleisestikin esittda varianssiprosessin
raja-arvona lisdysten nelidista. Kuten aiemminkin, riittda olettaa, etta X jat-
kuva ja rajoitettu martingaali (HT miksi?). Tamén avulla maarittelmme mel-
kein kasvavan prosessin

An(X)(1) == An() = D ((VaX) (b [Brrrn < 1]

+ (X () = X (ten)*[trn <t < tisinl),

missa ty, = k27". Tama jatkuva prosessi tayttaa jo lahes varianssiprosessin
( X') tarpeet, silli A, (0) = 0 ja prosessi M,, := X%— A, on jatkuva martingaali.
Tamaéan havaitsemme laskemalla, silla kun s < u < v, niin martingaaliominai-

usuuden avulla havaitsemme, ettd (HT)
E ((X(u) = X(v))*| Z.) =E (X(u)? - X(0)*| %)
ja kun v < s < v, niin
E ((X(u) - X)) Z) = B (X(u? = X(s)2| 2.) + (X(s) = X(v))?

Tama pieni muutos muuttaa edellisen summan teleskoopisummaksi, joten kun
t>sjat=2"[t27"] ja§=2"|s27"| ja 57 =5+ 27", niin

ZE (Ve X)(thn)? | 2) [57 St < 1] =B (X(1)* = X(")?| 2) .
Summan alkuosaan ehdollistaminen ei vaikuta, joten

SB ((V2X)(tka)? | 72) [t < 5%] = An(s) = (X(s) = X ()"

Nyt summasta puuttuu endd termit (X (5%) — X (5))? ja (X (t)>— X (1))?, joten
kaiken kaikkiaan

E (Au(t) | Z:) = Au(s) + E (X ()| F.) — X(s) = E (X(1)| Z.) — My(s).
Ryhmittelemélla termit havaitsemme, etta E (M, (t) | %) = M,(s), joten M,
on martingaali. Koska prosessi on adaptoitu maaritelmansa nojalla ja lisdksi
jatkuva, on se my6s ennustettava. Jokin ominaisuus taytyy kuitenkin puuttua,
silldi muuten Lauseen 5.18 yksikésitteisyys jaa puuttumaan. Tama puuttuva
ominaisuus on kasvavuus. Vaikka summammekin koko ajan positiivisia lukuja
keskendan, niin kun ¢ on valilla (¢, k1), niin prosessi A,(t) kayttéytyy
kuten (X (t) — X (t.,))?, mika ei varmasti ole kasvava, jos X ei ole vakio.

Toisaalta tieddmme kuitenkin, ettd k — A(tg,) on kasvava, joten kasva-
vuuskin on "melkein” voimassa ja jos nailla prosesseilla on jatkuva raja-arvo,
niin voimme tamén avulla jo paatelléd, etta sen taytyy olla kasvava.

Voimme péatelld myos yksikésitteisyyden, jos tieddmme raja-arvon olemas-

saolon.
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5.32. Lemma. Jos jokaisella jatkuvalla ja rajoitetulla martingaalilla X va-
rianssiprosessin approksimaatio A, (X) suppenee kohti raja-arvoa A(X) ja K

on jokin varianssiprosessin ehdot tayttiva prosessi, niin A(X) = K.

Todistus. Oletetaan, etta K ja Ky = A(X) ovat kaksi ehdot toteuttavaa jatku-
vaa ja kasvavaa adaptoitua prosessia. Talloin M; = X? — K, ja My := X?— K,
olisivat jatkuvia martingaaleja ja M := M; — My, = Ky — K, olisi lokaalisti
rajoitetusti heilahteleva martingaali. Voisimme siten soveltaa edellistda summa-
approksimointia martingaaliin M. Nyt
|An (M) (trn)] < sup| VM (b > [V Mty < Csup Vi M (b,
k<K ek k<K

jollakin vakiolla C', joka ei riipu luvusta n. Koska M on jatkuva, niin voim-
me péitelld, ettd raja A(M)(t) = 0 jokaisella ¢. Siispd M? on jo itsessdin
martingaali ja siten

EM? =EM; =C,>0

on positiivinen vakio. Toisaalta M (0) = K5(0) — K;(0) = 0, joten luku C} = 0.
Siispia M? = 0 melkein varmasti ja siten myos M; = 0. Koska K;— Ky = M = 0,
niin K1 :KQZA(X> O

Voimme nyt hyvilla mielin jatkaa raja-arvon olemassaolon nayttamista, sil-
14 se takaa paljon mukavaa tietoa. Todistus pohjautuu térkeddn huomioon,
eli sithen ettd M, = X2 — A,, on rajoitettu jatkuva martingaali jokaisella n.
Siispa M, , := M, — M,, = A,, — A, on myos rajoitettu ja jatkuva martin-
gaali jokaisella n, m. Voimme siten tarkastella jonon (A,) suppenemisen sijas-
ta jonon (M,) suppenemista ja tdhdn voimme silloin soveltaa martingaalien
ominaisuuksia.

Jos néytamme, etta kiintedlld t € T jono (M, (t)) suppenee kohti satunnais-
muuttujaa M (t) ainakin avaruudessa L?*({2), niin vastaavasti A, (t) = X?(t) —
M,(t) — X?(t) — M(t) =: A(t). Lisiksi Doobin maksimaaliepiyhtdlén no-
jalla tieddmme, etta (M, (s)) suppenee tasaisesti aarellisilla suljetuilla véleilla
[0,¢]. Siispd voimme paatella, kuten aiemminkin, ettd M on jatkuva, joten
A = X? — M on jatkuva myoskin.

Tehtaviksi on jddnyt endé osoittaa, etta (M,) tai vastaavasti (A,) on Cauc-
hyn jono L?*-normin suhteen. Jos (A,) on Cauchyn jono, niin se on aina myés
rajoitettu. Naytamme kohta, etté téilla kertaa nama vaitteet ovat itse asiassa
yhtéapitavia, eli jos || A, || < C jokaisella n, niin (A,) on Cauchyn jono.

Lauseen 5.18 lopulliseksi osoittamiseksi riittaa taman jalkeen endé osoittaa,
ettdi EA2 < C. Tama nayttda sellaiselta vaitteeltd, ettd sen osoittaminen

pitaisi olla varsin suoraviivainen.
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Koko lauseen todistuksesta uupuu enéda kaksi seikkaa:
i) jos sup, EA2(t) < C jollakin C' > 0, niin jono (A,(t)) on Cauchyn
jono,

ii) jollakin C' > 0 on E A2(t) < C jokaisella n

Aloitamme kohdasta i) ja yritimme johtaa arvion
E (Ay(t) = An(t)® < f(n,m)\/E A2(t)

kun n > m ja missa f on funktio, joka hévida, kun n, m — oco. Tamé luonnol-
lisesti implikoisi kohdan 7).
Koska A,, — A,,, = M,, 5, niin

E (An(t) - Am(t))2 =E Mg’b,n(t) = EAn(Mm,n)(t)
alkuosan perusteella. Jos muokkaamme hieman jonoa ty,, siten, ettd ¢ =: €541,
kun |¢/2"| = K ja jos liséksi kirjoitamme ¢; := t;,,, niin

An(Mm,n)(t) = Z(VJrAn - VJrAm)Q(tj) <2 Z(V+An<tj))2 + VJrAm(tj))2

J

= 2(An(An)(t) + An(An) (1))
Koska VA, (t;) = (VX (t;))? niin

An(An)(t) =D _(V4 X (t))" < Slj%p(V+X(tj))2An(t)

J

Siispad Cauchyn—Schwarzin epayhtélon nojalla

1/2
E A, (Aa(t) < (Esup(VoX(5)") "VEAL®)? = fi(n,n)y/E A, (t)?.
J
Ensimmaéinen termi on siis kasitelty. Olkoon 2F < 2% ja merkitddn s; =
2F=n_ Talloin
Vidn(ty) = (X(tn) — X(s5))° = (X(t) — X(s5))?
= Ve X(4) (X (t41) + X(¢5) — 2X(s5)),
joten vastaavasti saamme
Au(An)(8) < SUp(X (t01) + X (1) — 2X (5,))2An (D),
j

joten Cauchyn—Schwarzin epayhtalon avulla voimme kirjoittaa myos tamén

termin odotusarvon muodossa
E A, (A,)(t) < fa(n,m)\/E A,(t)?

misséd termit fo(n,m) — 0, kun n,m — oo prosessin X jatkuvuuden ja rajoit-

tuneisuuden nojalla (eli voimme kéyttaa rajoitetun suppenemisen lausetta).
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Olemme nyt osoittaneet kohdan ). Kohdan i7) osoituksessa kdytdmme hy-
vaksi tata todistusta. Nyt

A1) = (Z<v+x<tk>>2)2 = VX (0)) + 2 Y (VX (1) AV X (1)

k k k>j

= Y (VX)) 42 Y (VX (80 Au(t)
0<tp<t 0<tj<t

=1, + J,

Laskemme nyt odotusarvon termista J. Koska
E ((VeX(00)* [ F) =B (X(ten)® = X (1) F)
niin
EJ =2E Y V. (X(t)*)A(t)
0<tp<t

=2EX(t)’A(t7) —2E Y X(t)*(ViX(te1))?.

0t <t
Voimme arvioida tétd termia kayttamalla hyvéksi tietoa, ettd || X || < Cf,
saamme
EJ <2CfEA(t) +2CTE Y (ViX(t—1))* <4ACTEA(Y)
0<tp<t

Ensimmaista termié I arvioimme jo kohdassa i), joten tieddmme, etté
EI <4CIE A, (1),

joten kaiken kaikkiaan E A,,(¢)> < 8CIE A, (t) . Olemme palauttaneet viitteen
sithen, ettd E A, (f) on rajoitettu. Mutta tdméa on helppo lasku, silla
EA,() =B Y V.(X(t)) =E(X(#)?® - X(0)?) <}
0<tr<t
Tama osoittaa vaitteen ja padttda varianssiprosessin olemassaolo- ja yksikésit-
teisyystodistuksen.

5.4. Kunitan—Watanaben epiyhtild ja Lemman 5.20 yleistys. Ana-
lyysista seké jo edellisen kappaleen todistuksista tiedamme, ettd Cauchyn—
Schwarzin epayhtalo on hyvin keskeinen tyokalu kaikessa. Kunitan—Watanaben
epayhtélo on Cauchyn—Schwarzin epayhtalon vastine stokastisessa integroinnis-
sa. Muotoillaan Kunitan—Watanaben epéayhtélo ensin varsin yleisessé muodossa

ja osoitetaan sen avulla Lemman 5.20 yleistys.

5.33. Lause (Kunitan-Watanaben epéyhtald). Jos X ja Y ovat jatkuvia lo-

kaaleja martingaaleja ja H ja K mitallisia prosesseja, niin melkein varmasti

2

/OOO|H(3)K(S)||d<X,Y>5| < </OOO|H(S)|2d<X>s>§</OOO|K(S)|2d<Y>S> ’
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missd | d{ X,Y )s| on kovarianssiprosessin variaatioprosessin Vi méadradamad mit-

ta.

Edellisessé saatoimme olettaa, ettd (s,w) — H(s,w) (vastaavasti K:lle) on
pelkéstéddn #(R)x.#-mitallinen. Tama on huomattavasti vihemmén kuin mité
olemme tahan saakka olettaneet, silla esimerkiksi kaikki optionaaliset prosessit
toteuttavat taman.

Koska ( X,Y ) on kahden kasvavan jatkuvan ennustettavan prosessin K; ja
K, erotus, niin olisimme voisimme mééritella [d(X,Y )| = J(d(X +Y ), +
d{X =Y))

Taméan avulla voimme todistaa Lemman 5.20 yleistyksen

5.34. Lause. Jos H € II3(X), K € II3(Y) ja X ja'Y ovat jatkuvia lokaaleja

martingaaleja, niin

(H-X,K-Y), = /OtH(s)K(s)d<X,Y>S.
Todistus. Haluamme siis osoittaa, etta
(5.35) M, = (H - X)(K -Y), - /0 CH($)K(s) (X V).

on lokaali martingaali. Pysdyttamalla voimme helpottaa oletuksia jo tuntu-
vasti. Haluaisimme, ettd H € II1(X), K € I1(Y) ja ettd X ja Y olisivat

rajoitettuja martingaaleja, joten maarittelemme
t t
T, =inf{t>0: |X;| V|V v/ |H | d{ X ), \// K *d(Y )s >n},
0 0

mikéd on neljan pysdhdyshetken miniminéd pysdhdyshetki. Koska 7, — oo, ja
integrointi kayttaytyy mukavasti pysaytyksen suhteen, niin riittda, ettd M,
on rajoitettu martingaali kun H € IIy(X), K € I1(Y) ja X sekd Y ovat
rajoitettuja jatkuvia martingaaleja.

Approksimoimme prosesseja H ja K rajoitetuilla yksinkertaisilla ennustet-
tavilla prosesseilla (H,,), (K,) C bII;. Olkoon

M () = (Hy - X)u(Ky - Y, / Ho(5)K () d( X, Y ).,

Nyt Lemman 5.20 nojalla M,, on jatkuva martingaali jokaisella n. Haluamme
nyt osoittaa, ettd kun n — oo, niin M,(t) — M(t) ja ettd my6s M(t) on
martingaali.

Osoitamme ensin, ettd (H, - X)(K, - Y): — (H - X)(K - Y); avaruudessa
L'. Ttse asiassa osoitamme paljon enemmain, silld osoitamme, etti

Li(n) =B ( sup |[(Hy - X)o(Ky - V), — (H- X)(K-Y),|) —0.

0<s<t
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Lisaamaélla ja vahentamalla (H - X)(K, - K) ja soveltamalla kolmioepayhtéloa

Saamine

Li(n) <E sup [(H, = H) - X)o(Ky - Y|

0<s<t

+E sup [(H-X),(K, —K)-Y)4,

0<s<t

niin voimme soveltaa Cauchyn—Schwarzin epayhtélod, ja sen jalkeen Doobin
maksimaaliepayhtalodsaamme

Iin) < |Esup((H,— H) - X)?E sup(K,, - Y)?

s<t s<t
+ /Esup(H - X)2E sup((K,, — K)-Y)?
s<t s<t

<Al (Hn — H) - X) [[| K - Y| + 4] (H - X) [l (K = K) - Y],
missd normi || - || := || - ||.z2. Isometriaominaisuuden nojalla

Li(n) < ||H, — H||x|| Knlly + | H||x|| K — K |ly — 0

joten ainakin (H, - X):(K, -Y); — (H - X);(K -Y); avaruudessa L'(Q). Tie-
ddmme jo ennelta, etta (H - X), (K - Y); on jatkuva. Jaljella oleva integraali

kovarianssiprosessin suhteen hoituu nyt Kunitan-Watanaben epayhtéalolla, silla

Ln,t) = |/tHn(s)Kn( / H(s)K(s)d( X, Y )|

/|H H(s)|| Kou(s) | d|( X, Y )]
/\K K()||H()| dl{ X, Y )

< ([ i - P acx).) ([ imer )
4 (/Oooyz(n(s) - K(s)\2d<Y>s)%(/OOO\H(S)\WX%)

DO | =
DO =

DO =

joten

E sup Lr(n,s) < || Hn — H ||Ix|[ K |ly + [ Kn = Ky H|x =0

s<t
Siispé
lim E sup|M,(s) — M(s)| =0,

n—oo s<t

joten M on myos jatkuva. Jensenin epayhtalon nojalla voimme péatella edel-
leen, etta

E[E (M,(t) = M(t)| F) | <E[My(t) = M(t)| =0
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joten E (M(t)|.%) = lim, E (M,(t)|.%s) = lim,, M,(s) = M(s), joten M on

martingaali. 0
Osoitamme nyt Kunitan-Watanaben epéyhtalon.

Kunitan—Watanaben epdyhtdilon todistus. Osoitamme taméan paloissa yleisté-
mélla integroitavia prosesseja askel askeleelta yleisemmiksi. Koska yleistami-
nen on redusointia takaperin, voimme myo6s redusoida ongelmaa helpommaksi
askel askeleelta.

Voimme olettaa, etta |H|,|K| < M ovat rajoitettuja ja H(s) = K(s) =0
jokaisella s > 7, kun (X ), > M tai (Y ), > M. Jos nimittain tiedam-
me vaitteen tassd tapauksessa, niin alkuperainen vaite seuraa monotonisen
suppenemisen lauseella, sillda huomaamme, ettd pysdhdyshetki 7 = inf{ ¢ >
0: (X ) V(Y ), > M } kasvaa rajoittamatta, kun M — oo.

Riittaa osoittaa viite yksinkertaisille mitallisille prosesseille H ja K. Jos
nimittiin tieddmme, ettd viite pitda paikkaansa yksinkertaisille prosesesseille
ja olemme jo olettaneet, ettd mitat ( X ) ja (Y ) ovat dérellisia, joten rajoitetun
konvergenssin lause takaa, ettd viite pitad paikkaansa rajoitetuille mitallisille
prosesesseille.

Riittaa osoittaa, etta yksinkertaisille prosesseille H ja K pétee

(+) [ K@ UxY),

< N(H,X)N(K,Y),

kun

N(H,X)*:= /OOO|H(3)|2d(X)s.

Taman nakeminen vaatii hieman tietoja variaatiomitoista. Merkitsemme pro-

sessilla V(t) kovarinassiprosessin variaatioprosessia. Tama tarkoittaa, etté

n—oo n—oo

V(t) = lim Y |Vl X, Y ) (trn)|[thn < t]=: lim V,(¢)
k

sopivasti valitulla vélin [0, ] jaolla (tx,). Etukiteen namé jaot voivat siis riip-
pua t:std, mutta emme tarvitse mitadn syvallisia tuloksia juuri nyt. Jos edel-
lisessa ei olisi itseisarvoja, niin summa redusoituisi aina kovarianssiprosessiksi.

Maaritellaankin yksinkertaiset mitalliset prosessit J,(s) seuraavasti,

Jo(t) = =14 2> [V X, Y ) (trn) = 0t <t <tprin]
k

joka on siten —1 kun valeilla, missa kovarianssiprosessi heilahtaa alaspéin ja 1
muuten. Huomaamme myos, etta J,, ei ole ennustettava eika edes optionaalinen,

joten tamé kohta on erés syy, miksi Kunitan—Watanaben epéayhtalomuotoiltiin
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niin yleisille integroitaville prosesseille. Naiden avulla voimme kirjoittaa, etta

)= SV Ytk hlinal e < 1] = [ () A(X Y,
k 0

Jos H ja K ovat yksinkertaisia mitallisia prosesseja, niin

/|H NV 6) = Skl (V) ~ V(a)

- nILHQO Z|h]kj| nk( j) - Vnk(a]))
J

~ lim /|H(s)K(s)|Jn(s)d<X,Y)s

Jos tieddmme kaavan (x), niin t&lloin Voimme soveltaa sité yksinkertaisiin pro-
sesseihin H'(s) = |H(s)| ja K (s) = |K(s)|Jn(s). Siispa

n—oo

/|H s)|dV (s) hm H’ VK (s)d( X, Y ),
< Jim N H’ X)N(K.,Y)
< lim N(H, X)N(K,Y)
< N(H',X)N(K,Y).
Kéaytimme paatelméssa hyvéksi sita, ettd N(H', X) = H(H, X) ja etta

N Y) = [P ) = [IEEPAY ) = NEY),

Riittdad osoittaa, ettd Vo (X,Y )7 <V, (X);, V(Y ), mille tahansa vilin
[0,t] jaolle (tx). Jos nimittdin tieddmme tdmaén, niin jos H ja K ovat kaksi
yksinkertaista mitallista prosessia, niin voimme 16ytéé vélin [0, ] jaon 0 = ¢y <
ty--- < t, =t ja satunnaismuuttujat (17;) seké (Zj), joille
s)=D Wils €ty ;)] ja K(s)=) Zj[s€tjtj1)]
J J

Talloin kolmioepéyhtéilbn ja kovarianssiprosessin hajotelmatiedon nojalla

d(X,Y )

< ZIWka [V (XY ) ()]

N |+

< ?Wk\(m()()(tk))?|Zk|(V+<Y>(tk>)

joten CauchynfSchwarzin epéiyhtéilén avulla voimme kirjoittaa

<Z|Wk| V(X)) )ZIZk|2V+<Y>(tk)

< / L d / K
0

d(X,Y ),
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Olemme siten redusoineet véitteen siihen, etté
(XY ) = (XY )e)? < ((X ) = ( X))V ) = (YV)s)

kaikilla t > s. Tdmén osoittaminen j&& hajoitustehtavaksi (HT).



