
Matematiikan ja tilastotieteen laitos

Stokastiset differentiaaliyhtälöt

Harjoitus 7 (17.11.2009 mennessä)

1. Näytä, että kuvaus M 7→ ‖M ‖M 2 , kun

‖M ‖2
M 2 = sup

t≥0
EM2

t

on normi joukossa M 2 = {M : M on martingaali ja ‖M ‖M 2 <∞ }.

2. Näytä, että kun H ∈ Π3(X), niin

τn = inf{ t > 0 :
ˆ t

0
H2
s d〈X 〉 > n }

on pysähdyshetki ja että τn ↑ ∞ melkein varmasti.

3. Näytä Kunitan–Watanaben epäyhtälön todistuksen puuttuva osa eli

(〈X, Y 〉t − 〈X, Y 〉s)2 ≤ (〈X 〉t − 〈X 〉s)(〈Y 〉t − 〈Y 〉s)

tarkastelemalla martingaalin X + λY varianssiprosessia reaaliluvun λ funktiona.

4. Näytä, että jos H,K ∈ bΠ1 ja X on jatkuva ja rajoitettu martingaali, niin

HK ·X = H · (K ·X)

5. Näytä, että jos määrittelemme kovarianssiprosessin erotusten tulojen summan

raja-arvona, niin 〈M,A 〉t = 0, kun M on jatkuva rajoitettu martingaali ja A on

rajoitetusti heilahteleva prosessi.


