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1. Näytä, että Xt := B3
t −3tBt on martingaali Brownin liikkeen B historian suhteen.

2. Näytä, että pysäytetty prosessi Xτ (t) = X(τ ∧ t) on (Ft)-martingaali jos ja vain

jos Xτ on (Ft∧τ )-martingaali.

3. Näytä suoraan optionaalisen pysäyttämisen lauseen avulla, että jos X on càdlàg

(Ft)-martingaali ja τ rajoitettu (Ft)-pysähdyshetki, niin Xτ on (Ft∧τ )-martingaali.

Päättele sitten Lemma 4.19 tämän avulla.

4. Olkoon (Xn) jono riippumattomia ekponenttijakautuneita satunnaismuuttujia pa-

rametrilla c (eli Xn ∼ Exp(c)). Asetaan

Sn =
n∑
k=0

Xk

ja jokaisella t ≥ 0 asetamme edelleen

Nt =
∞∑
n=0

[Sn ≤ t ].

Prosessia Nt nimitetään Poissonin prosessiksi. Näytä, että

i) prosessillaNt on riippumattomat lisäykset ja lisäyksetN(t)−N(s) ∼ Poisson(c(t−
s)) kun t > s.

ii) Näytä, että Nt − ct on martingaali Poissonin prosessin historian suhteen.

iii) Näytä, että (Nt − ct)2 − ct on myös martingaali Poissonin prosessin historian

suhteen.



5. Olkoon (Xn) alimartingaali ja olkoon X∗k = supj≤kXj. Näytä optionaalisen py-

säyttämisen lauseen avulla, että

λP (X∗n ≥ λ ) ≤ E
(
Xn[X∗n ≥ λ ]

)
≤ E

(
|Xn|[X∗n ≥ λ ]

)
jokaisella λ > 0. Päättele tästä ensimmäinen osa Doobin epäyhtälöstä. Käyttämällä

identiteettiä

xp = p

∫ x

0

λp−1 dλ

päättele, että positiivisille alimartingaaleille (Xn) on voimassa

E (X∗n ∧ k)p ≤ p

p− 1
E |Xn|(X∗n ∧ k)p−1

Päättele Doobin Lp-maksimaaliepäyhtälö tästä Hölderin epäyhtälön

E |XY | ≤ (E |X|p )1/p(E |X|q )1/q

avulla. Parametri q Hölderin epäyhtälössä toteuttaa yhtälön 1
q

+ 1
p

= 1.


