
Matematiikan ja tilastotieteen laitos

Stokastiset differentiaaliyhtälöt

Harjoitus 4 (13.10.2009 mennessä)

1. Oletetaan, että Xn toteuttaa toisen kertaluvun differenssiyhtälönXk+2 − 2Xk+1 + 2Xk = ξk, k ≥ 0,

X0 = 0, X1 = 0.

ja (ξk) on jono samoinjakautuneita ja riippumattomia kolikonheittosatunnaismuut-

tujia. Näytä, ettei prosessi Xk ole Markovin prosessi, mutta 2-ulotteinen prosessi

Yk = (Xk+1, Xk) on Markovin prosessi.

2. Olkoon N nollatapahtumat ja G jokin ali-σ-algebra. Näytä, että

i) algebra A , jonka N ja G virittää, koostuu pelkästään joukoista, jotka ovat

muotoa A ∪N \M , missä A ∈ G ja N,M ∈ N .

ii) A on myös Dynkinin systeemi (eli A = σ(N ,G )).

3. Olkoon τ1 ≤ τ2 pysähdyshetkiä filtraation (Ft) suhteen. Näytä, että Fτ1 ⊂ Fτ2 .

4. Näytä luentojen Lemma 4.7, eli kun H on ennustettava, rajoitettu ja positiivi-

nen, niin (H ·X)n on alimartingaali tai ylimartingaali, jos Xn on alimartingaali tai

ylimartingaali.

5. Näytä, että jos N(ω) ≤ M(ω) < K < ∞ ovat (Fn)-pysähdyshetkiä ja A ∈ FN ,

niin NA := N [A ] + K[AC ] ja MA := M [A ] + K[AC ] ovat rajoitettuja (Fn)-

pysähdyshetkiä, ja

X(NA) = X(N)[A ] +X(K)[AC ]


