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Harjoitus 1 (22.09.2009 mennessä)

1. Olkoon (Xn) jono reaaliarvoisia positiivisia satunnaismuuttujia. Näytä, että Y :=

X1 +X2, Z := X1X2 sekä

W := inf
n
Xn

ovat satunnaismuuttujia.

2. Näytä, että jos X ≥ 0 on reaaliarvoinen satunnaismuuttuja, niin satunnaismuut-

tujat X̂ε := ε bX/εc suppenevat monotonisesti kohti satunnaismuuttujaa X, kun

ε = 2−n ↓ 0. Tässä ja muulloin bxc := k ∈ Z, joko toteuttaa k ≤ x < k + 1.

Korjaus: Oletamme siis lisäksi, että ε = 2−n.

3. Osoita, että yleisessä tilanteessa satunnaismuuttujan f(X)Y ehdollinen odotusar-

vo

E (f(X)Y |X) = f(X)E (Y |X)

melkein varmasti.

4. Osoita ehdollinen Fatoun lemma käyttämällä tavallista monotonisen suppenemisen

ominaisuutta. Eli jos (Xn) on jono positiivisia satunnaismuuttujia ja G ⊂ F on jokin

σ-algebra, niin

E
(
lim inf
n→∞

Xn |G
)
≤ lim inf

n→∞
E (Xn |G )

melkein varmasti.

5. Olkoon X ∼ N(0, 1). Näytä, että

EX 2n = (2n− 1)!! =: (2n− 1)× (2n− 3)× . . . 3× 1

jokaisella n ≥ 1 ja näytä tämän avulla, että Lauseen 2.4. Hölderin eksponentiksi

voidaan saada mikä tahansa luku λ < 1
2
.

6. Näytä luentojen Lemma 2.15. eli SK-ketjuominaisuus yksinkertaiselle satunnais-

kävelylle.


