MATEMATIIKAN JA TILASTOTIETEEN LAITOS
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Harjoitus 8

16. 11. 2009 alkavalle viikolle

Ratkaisuehdotuksia (Tiina Kainulainen)

1. Osoita, etté
B+ r+1
o) ="

on jatkuva koko R:ssé.

Ratkaisu: Osoitetaan, ettd f on jatkuva mielivaltaisessa pisteessd a € R. On
siis osoitettava, ettd raja-arvo lim,_, f(x) on olemassa ja ettd sen arvo on f(a).
Pidetdén tunnettuna, ettd lim,_., z = a ja ettd vakiofunktion raja-arvo missi
tahansa pisteessd on k.o. vakio. Télloin lauseen 5.4 (monisteessa s. 34) kohdan
(3) perusteella on olemassa raja-arvot

lim 2° = lim(z-2) = lim z - limz = a-a = d® ja
r—a Tr—a r—a r—a

lim 2° = lim (z - 2?) = lim z - lim 2% = a - a® = a®.
r—a r—a r—a r—a

Edelleen lauseen 5.4. kohdan (1) nojalla

lim(2® + 22 +z + 1) = lim 2® + lim 2 + lim 2+ lim 1 =a® + a®* +a+ 1 ja

r—a r—a Tr—a Tr—a r—a

lim (2% + 2) = lim 22 + lim 2 = a® + 2.

r—a r—a r—a

Koska lim, (22 + 2) = a? + 2 # 0, niin lauseen 5.4. kohdan (4) nojalla

i P+’ +r+1 limg (23 +22+2+1) ad+a®+a+1l
im = = .
T—a 2+ 2 lim,_,q (22 4 2) a?+2

Oikeanpuoleinen lauseke on my6s funktion f arvo pisteessi a, kuten suoraan
sijoittamalla ndhd&dén. Viite on siis todistettu.

2. Méiritelldan funktio f : R — R ehdolla f(x) = 2999 + 2666 + 333. Osoita
Bolzanon lauseen avulla, ettd on olemassa z €]0, 1], jolle pétee f(x) = 334.

Ratkaisu: Funktio f on jatkuva. Jos haluaa osoittaa tdmén viimeisen paél-
le tasmallisesti vetoamatta siihen, ettd polynomit ovat aina jatkuvia, mutta ei
halua soveltaa 1663 kertaa lauseen 5.4. kohtaa (3), niin kannattaisi osoittaa
ensin induktiolla aputulos: lim,_., ¥ = a* kaikilla a € R ja k € N, miké osoi-
tetaan hyvin samalla tavalla kuin harjoitusten 7. malliratkaisuissa tehtévéssé
1. todistettu aputulos. Tamén jilkeen kiytetdén lauseen 5.4. kohtaa (1) kuten
edellisessé tehtavissa.

Huomataan, ettd f(0) =0+ 04333 = 333 jaettd f(1) =1+ 1+ 333 = 335.
Koska f on jatkuva koko R:ssi ja erityisesti suljetulla vililld [0, 1], niin Bolzanon
lauseen mukaan se saa télla vililla kaikki lukujen 333 ja 335 vililla olevat arvot.
Erityisesti on siis olemassa sellainen xq €]0, 1[, jolle f(zq) = 334.



Huomautus: Kurssilla kutsutaan Bolzanon lauseeksi sekd monisteen Bolza-
non lauseeksi nimetty# lausetta ettéd sen seurauslausetta 6.8. (sivu 41). Jos ha-
luaa ratkaista tehtdvan kayttdméalla pelkéstdin monisteen Bolzanon lausetta,
niin voisi mééritelld apufunktion h(z) = f(z) — 334, ja osoittaa, ettd h(0) < 0
ja h(1) > 0, jolloin on olemassa sellainen xy €]0, 1[, jolle h(zg) = 0.

3.

Tarkastellaan edellisen tehtédvéin funktiota f : R — R. Osoita, ettd

f(z) = —o0 kun  — —o0 ja f(x) — oo kun & — co. Osoita ndiden havaintojen
avulla, etté on olemassa x € R, jolle f(z) = 777.

Ratkaisu:

(a)

Osoitetaan, ettd f(z) — oo kun  — co. Olkoon M € R (voidaan olettaa,
ettd M > 0). Valitaan R = max{1, M} ja olkoon = > R. Tillsin pétee
f(z) = 2999 4 2666 + 333 > 2999 4 2566 > o + 2 > 2R > 2M > M. Siis
lim, 00 f(2) = 00.

Osoitetaan, ettd f(zr) — —oo kun x — —oo. Olkoon m € R. (Voidaan
olettaa, ettd m < 0.) Valitaan r = m — 334, jolloin varmasti r < —1, kun
m on negatiivinen luku. Olkoon x < r. T&ll6in pétee

$999 + w666 — 1‘666(.13333 4 1) <1- (1‘333 + 1) — 1‘333 + 1’ (1)

silli ensinnikin 2%66 = |2|666 > 1, koska z < —1 ja siten |z| > 1, ja
toisaalta 2333 + 1 < 0 kun x < —1. Toisaalta edelleen tiedon z < —1
nojalla on voimassa

3Bl = PP 1< —|z[+l=2+1<m—334+1=m—333. (2)

Yhdistamalla epdyhtilot (1) ja (2) ndhdddn, ettd kaikilla @ < r pitee
2999 4 2656 < m — 333 eli 2999 4+ 2996 4 333 < m. On osoitettu, etti
lim,, o f(z) = —oc.

Osoitetaan, ettd on olemassa « € R, jolle f(z) = 777. Kohdan (a) nojalla
on olemassa sellainen luku R, ettd f(x) > 777 aina, kun > R. Esimer-
kiksi f(R+1) > 777. Toisaalta kohdassa (b) todistetun nojalla on olemas-
sa sellainen luku r (vilttdméttd r < R), ettd vaikkapa f(z) < —3 aina,
kun x < r. Esimerkiksi f(r — 1) < —3. Funktio f on jatkuva suljetulla
valilla [r — 1, R + 1], ja pétee f(r — 1) < =3 < 777 < f(R + 1). Bolza-
non lauseen (seurauslauseen) mukaan funktio f saa kaikki arvot vililtd
[f(r—1), f(R41)], joten erityisesti on olemassa sellainen z¢ €]r—1, R+1],
etti f(zo) = T77.

Huomautus: Kohdassa (c) voisi kiyttéé arvon f(r—1) tilalla konkreettista arvoa
f(0) =333 < 777. Ylldoleva ratkaisu kuitenkin toimii myds siini tilanteessa, jos
funktion f lauseketta ei olisi annettu, vaan tiedettéisiin vain etté f on jatkuva,
lim, 00 f(2) = 00 ja lim,, o f(z) = —o0.



4. Olkoon f tehtdvin 2 funktio. Ma#ritelldan

9(x) =/ f(x)* + 1.

Osoita, ettd niiden arvojen joukossa, joita funktio g saa on pienin.

Ratkaisutapa 1: Huomataan ensiksi, ettd kaikilla x pétee

Vi@)?Z+1>vV1=1. (3)

Jos nyt saisimme osoitettua, ettd g(zg) = 1 jollakin z( eli funktio g todella
saa arvon 1, niin tdmé& osoittaisi véitteen, silla lukua 1 pienempié arvoja g ei
saa. Huomataan, etti jos 1oytdisimme sellaisen xg, jolla f(xg) = 0, niin tdmi
olisi etsitynlainen piste. Funktio f on 999. asteen polynomi, eikd sen nollakoh-
tien etsiminen kuulosta kovin mukavalta, mutta intuitiivisesti lienee selvié, etté
jossakin kohden sen kuvaaja leikkaa x-akselin. Todistetaan tdma tdsmaéllisesti:
Edellisessé tehtdvissi osoitettiin, ettd lim, o f(z) = —o0, ja néin ollen
on olemassa sellainen r € R, ettd f(x) < 0, kun « < r. Esimerkiksi f(r—1) < 0.
Toisaalta f(0) = 333 > 0 (ja tiytyy myos olla r < 0, koska muutenhan edellinen
ehto ei pétisi). Koska funktio f on jatkuva vililla [r—1, 0], niin Bolzanon lauseen
mukaan se saa tdlld vililld kaikki arvot véliltd [f(r — 1), f(0)] = [f(r — 1), 333].
Erityisesti on olemassa sellainen xg €]r — 1,0[, ettd f(xo) = 0. Siispd

g(zo) = VF(zo)2 +1=102+1=1,

eli funktio g saa arvon 1 joka arvion (3) nojalla on sen pienin arvo.

Ratkaisutapa 2: Jos tiedetédén, ettd g on jatkuva, niin pienimmén arvon ole-
massaolo voidaan osoittaa myds Weierstrassin min-max -lauseen (moniste s. 42)
avulla "16ytdmatta” pienintd arvoa 1. Min-max -lause koskee vain suljetulla va-
lilla méariteltyjé funktioita, mutta osoittautuu, ettéd tarkastelu voidaankin nyt
rajoittaa suljetulle vélille. Tétd varten tarvitsemme tietoa, ettid g(z) — oo, kun
xr — Foo. Kaikilla x pétee

9(x) = V(@) + 12> V(@) =|f(2)],

ja tiedoista limz—, o f(2) = —o00 ja limg— f(z) = oo seuraa helposti, ettd
|f(x)] — oo kun & — +oo. Siispd myos g(z) — oo.

Tiedetidn, ettd g(0) = /f(0)2+1 = /3332 + 1. Maéritelldsn vaikkapa
M = /333245, jolloin (nelibjuuren kasvavuuden nojalla) ¢(0) < M. Koska
g(z) — o0, kun x — o0, niin on olemassa sellaiset 7, R € R, ettd g(z) > M
aina, kun pitee joko z < r tai x > R. (Rajatta kasvamisen méiritelméssi
esiintyy aito epayhtdld, mutta korvataan tarvittaessa r ja R luvuilla r—1 ja R+1
kuten tehtdviissd 3. (c).) Lisiksi, koska ¢(0) < M, niin tiytyy olla r < 0 < R.
Nyt pddstéddn soveltamaan Weierstrassin min-max -lausetta: koska g on jatkuva
suljetulla valilld [r, R], niin silld on t&lld vélilld pienin arvo. Merkitdin tété
yo = min{g(x) : « € [r, R]}. Vilttamétta pitee yo < ¢(0), koska 0 € [r, R].

Nyt yo on itseasiassa funktion pienin arvo koko R:ssé: Jos nimittédin x €
[r, R], niin g(z) > yo médritelméin perusteella, mutta jos taas = < r tai © > R,
niin pétee

g(x) > M > g(O) > Yo-



Funktion g jatkuvuus voidaan tarvittaessa perustella kurssimonisteessa 0soi-
tettujen tulosten avulla: NeliGjuurifunktion jatkuvuus seuraa lauseesta 6.9, silla
nelisjuuri on jatkuvan funktion x — z? kiinteisfunktio positiivisella reaaliak-
selilla. Sisifunktion z +— f(x)? + 1 jatkuvuus taas seuraa lauseesta 5.4, kun
tiedettiin, ettd f on jatkuva. Lisdksi tarvitaan tietoa, ettd jatkuvista funktiois-
ta yhdistetty funktio on jatkuva (lause 6.5). Kun ndmaé tiedetéiéin, niin voidaan
todeta, ettd g on jatkuva funktio.

5. Tarkastellaan tehtédvén 2 lausekkeella médriteltyd funktiota f : [0, co[— R.
Osoita, ettd silld on aidosti kasvava ja jatkuva kéénteisfunktio.

Ratkaisu: Tarkoituksena olisi osoittaa, ettd f itse on aidosti kasvava vililld
[0, 00| ja soveltaa lausetta 6.9. Tété varten tarvitsemme tietoa, ettd kaikki koko-
naislukupotenssit ovat positiivisella reaaliakselilla aidosti kasvavia, mink& voisi
pitdd tunnettunakin mutta esitetdén téssi yksi tapa perustella asia.

Olkoon 0 < z < y. Harjoitusten 1. tehtévéssé 3. osoitettiin, etté télloin pétee
22 < y?. Jatketaan tistd induktiolla: oletetaan, ettd pitee zF < y* jollakin
k € N ja osoitetaan, etti tistd seuraa z*t! < y#+1. Kertomalla epiyhtils
¥ < y* puolittain positiivisella luvulla = saadaan, etti = - 2* < x - y*, mutta
toisaalta kertomalla epiyhtilo o < y puolittain positiivisella luvulla y* saadaan,
ettd = - y* < y - y*. Yhdistimilld nimé kaksi tietoa saadaan mit# haluttiinkin:

e =g ah <xoyf <y oy =R

Siirrytddn nyt tutkimaan itse funktiota f. Olkoot z,y € [0,00[, < y.

Talloin 2999 < y?99 ja 2666 < 4966 ja niin ollen

fla) =2 + 2% 333 <y + 4% 1333 = f(y),

eli f on aidosti kasvava ja siten injektio, ja méérittelee bijektion f : [0, co[—
f[0,00[. Voidaan itseasiassa saman tien osoittaa, ettd arvojoukko f[0,o00[ on
vili [333, oco[. Nimittéin koska f(0) = 333, ja f on aidosti kasvava, niin kaikki
funktion f vélilld [0, co[ saamat arvot sisiltyvét vilille [333, co[. Toisaalta, jos
y > 333, niin funktion arvot ovat jostakin ldhtien suurempia kuin y (koska f
kasvaa rajatta kun = kasvaa), joten aiemmin todettu jatkuvuus ja Bolzanon
lause kertovat taas, ettd se saa my06s arvon y.

Jatkuvalla ja aidosti kasvavalla funktiolla f on siis olemassa k#énteisfunktio
f71:[333, 00[— [0, 00[. Koska liséiksi funktion f médrittelyjoukko on véli, niin
lauseen 6.9 oletukset ovat voimassa, ja lauseen mukaan myos f~! on jatkuva ja
aidosti kasvava.

Huomautus 1: Lauseessa 6.9 on oleellista, ettd méérittelyjoukko on vili (jo-
ko rajoitettu tai rajoittamaton). Esimerkiksi funktiolle f : [0, 1[U[2,3] — [0, 2],
f(x) =z, kun z € [0,1] ja f(z) = 2 — 1, kun z € [2, 3], lauseen muut oletuk-
set ovat voimassa, mutta méarittelyjoukko ei ole vili ja kd#nteisfunktio sattuu
olemaan epéajatkuva.

Huomautus 2: Tehtdvdnannon merkinnéstd huolimatta téissid ei pyydetty
osoittamaan, ettd on olemassa kidnteisfunktio f=1 : R — [0, ool, silli eihsin f
ole surjektio, kun maalijoukkona on koko R. K&anteisfunktion méérittelyjouk-
ko on siis ainoastaan injektion f arvojoukko. Itseasiassa ei edes ole olemassa
jatkuvaa bijektiota [0, co[— R. (Mité tapahtuisi pisteessd 0, jos téllainen olisi
olemassa, kun jatkuva funktio kuvaa vilit véleiksi?)



6. Oletetaan, ettd f : R — R on jatkuva. Oletetaan, ettd f(1) < f(3)
ja f(2) > f(4). Osoita, ettd on olemassa kaksi eri reaalilukua z ja y, joilla
f(z) = f(y). (Ta4mai tehtévi on erikoistapaus tuloksesta, jonka mukaan jatkuva
injektio R — R on viilttdméttd aidosti kasvava tai aidosti vithenevé.)

Ratkaisutapa 1: Madritelldén taas apufunktio h : R — R, h(z) = f(z) — f(x + 2),
joka on jatkuva: jokaisella a € R pétee nimittédin lim,_, f(z) = f(a) ja
lim, . f(z+2) = f(a+2), silld f on jatkuva jokaisessa pisteessi, joten lauseen
5.4. kohdan (1) nojalla lim,_,, h(z) = f(a)+ f(a+2) = h(a). Funktiolle h pitee
oletusten f(1) < f(3) ja f(2) > f(4) nojalla

h(1) = f(1) = f(1+2) = f(1) = f(3) <0 ja
h(2) = f(2) = f(2+2) = f(2) - f(4) > 0.

Koska h on jatkuva vililld [1, 2], niin Bolzanon lauseen mukaan on siis olemassa
sellainen zy €]1,2[, ettd h(zg) = 0. Toisin sanoen f(xg) — f(xo + 2) = 0 eli
f(xo) = f(zo+2). Kuitenkin xg # xo+2, joten on loydetty kaksi eri reaalilukua,
joilla funktion f arvot ovat samat.

Ratkaisutapa 2: Tama ratkaisu on pidempi mutta kenties havainnollisempi.
Tieddmme jotain siitd, miten funktion arvot pisteissd 1, 2, 3 ja 4 suhtautuvat
toisiinsa, mutta emme esimerkiksi tied&, kumpi arvoista f(2) ja f(3) on suurem-
pi. Kannattaa aluksi piirtdd muutama kuva siitéd, miltd tilanne voisi néyttéa.
Voidaan kuitenkin olettaa, ettd f(1), f(2), f(3) ja f(4) ovat kaikki eri lukuja,
koska muussa tapauksessa olisi jo 16ydetty kaksi eri pistetté, joissa funktion ar-
vot ovat samat. Tarkastellaan sitéd, misséd eri suuruusjérjestyksissd namé nelja
arvoa voivat olla keskendén — niin, ettd tehtdvin oletukset ovat my6s voimassa.
Osoittautuu, etté eri tapauksia on kuusi. (Téméin voi halutessaan tarkistaa vaik-
kapa kaymaélla 1api kaikki eri jéarjestykset, mihin neljé eri lukua voidaan asettaa,
ja karsimalla pois ne joissa tehtdvin oletukset eiviit péde..)

(1) f(1) < () < f(2) < fB)
(2.) f(4) < f(1) < f(2) <fB)
(3.) f(4) < f(2) < f(1) < f(3)
(4.) (1) <fB) < f(4) < [(2)
(5.) f(1) < f(4) < f(3) < f(2)
(6.) f(4) <f(1) < f(3) < f(2)

Kaikki kuusi tapausta voisi tutkia erikseenkin, mutta tarkastelua voi vihén
lyhentdd seuraavasti. Huomataan, ettd tapauksissa 1. - 3. pitee f(4) < f(2) <
f(3). Koska f on jatkuva vililla [3, 4], niin Bolzanon lauseen mukaan se saa talld
vélilld kaikki lukujen f(3) ja f(4) vililld olevat arvot. Erityisesti se saa arvon
f(2) eli on olemassa sellainen xg €]3,4[, ettd f(xo) = f(2). Kuitenkin 2 ¢]3,4],
joten tdytyy olla g # 2. On siis 16ydetty kaksi eri reaalilukua (luvut zq ja 2),
joilla funktion arvot ovat samat.

Vastaavasti tapauksissa 4. - 6. pitee f(1) < f(3) < f(2). Samalla tavalla
kuin edellisessé tapauksessa péétellddn, ettd f saa arvon f(3) jollakin z¢ €]1,2],
mutta koska 3 ¢]1, 2], niin z ja 3 ovat eri pisteet.



