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1. Tutki funktion f : [0,7] — R mahdollisia suurimpia ja pienimpié arvoja
seké lokaaleja dariarvoja, kun

f(@) = (@ —2)> — 1]

kaikilla = € [0, 7]. Huolelliset perustelut! (Tarkista monisteesta, miten lokaa-
liset ddriarvot méiritelldsn sielld.)

Ratkaisu: Tarkastellaan aluksi funktion f kulkua vililld [0, 7] kdyttdmalla
apuna lauseketta P(x) = (z — 2)2 — 1 = 22 — 42 + 3. Aloitetaan etsimalli
lausekkeen P(z) nollakohdat.

(x-2°-1=0@x-2°’=lor-2=+lczr=3taiz=1

Lausekkeen P(zx) kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli, joten vélilla [0, 7]
P(z) <0, kunl<z<3,jaP(z)>0,kun0<z<ltaikun3 <z <T.
Siis itseisarvon mééritelmén nojalla

x? —4x + 3, kun 0 <z < 1,
flx)=¢ —2?2+42 -3, kanl <z <3,
2 — 4z + 3, kun 3 <z < 7.

Paloittain méaritellyn funktion f kaikki palat on aiemmin todettu jatkuviksi
ja derivoituviksi. f on siis derivoituva ainakin, kun x €0, 7[, z # 1 ja x # 3,
ja derivaattafunktio on

20 — 4, kin 0 <z <1,
fl(z) =<K —22+4, kunl <z <3,
2x — 4, kun 3 <z < 7.

Tutkimme derivaatan nollakohtia: 2z —4 =0 & 2z 4+4 =0 & x = 2.
Koska f on jatkuva pisteen x = 2 ympéristossi |2 —r, 2+ 7], missd 0 < r < 1
ja f on derivoituva kaikilla x €]2 —r, 24+ r[, = # 2, ja lisdksi i) —2z+4 > 0,



kun x < 2 ja ii) =2z +4 < 0, kun = > 2, on funktiolla f kohdassa x = 2
olennainen lokaali maksimikohta (lause 8.8).

Vastaavasti loyddamme oleelliset lokaalit minimikohdat x = 1 ja x = 3, silld
f on jatkuva ja derivoituva néiden pisteiden ympérilld, ja

2r —4<0,kunl—r<z<l,

—2x+4>0kuinl<ax<l+r,

—2x+4<0,kun3—r<zxz<3,ja

20 —4>0,kun 3 <z <3+, (0<r<1).

Oleelliset lokaalit maksimi- ja minimiarvot ovat siis f(1) = 0, f(2) =1 ja

£(3) = 0.

Lis#tietoa saamme korollaarin 8.12. avulla. Koska funktio f on jatkuva valil-
14 [0, 7] (Perustelu: f(1) = f(3)=0ja f -0, kun (1) x - 1_, (2) x — 14,
(3) © — 3_ ja (4) x — 34), niin funktio saa suurimman ja vastaavasti pie-
nimmén arvonsa vélin padtepisteissi, derivaatan nollakohdissa tai pisteissé,
joissa derivaatta ei ole méaritelty. Olemme jo kisitelleet muut vaihtoehdot
paitsi vilin [0, 7] pédétepisteet.

Néissé pisteissi funktio saa arvot f(0) = 3 ja f(7) = 24. Funktion f lokaalit
minimiarvot f(1) = 0 seké f(3) = 0 ovat siis my0s funktion pienimmét arvot
valilla [0, 7], ja funktion f suurin arvo on vilin paétepisteessd f(7) = 24.

2. Médritéd luku &, jolle f(a) — f(b) = f'(£§)(a — b), kun
a=0,b=1ja f(x) = x.

Ratkaisu: Funktio f : [0,00[— R, f(z) = y/x on jatkuva, sekd derivoituva
avoimella vililld |0, oo[. Lisiksi

fla) = f(b) = f'(€)(a—1)
f®) = fla) = =f'(€)(a—1)
f®) = fla) = £ ()b - a),

joten viliarvolause takaa sen, ettd avoimella vélilld ]a, b[=]0, 1] on olemassa
halutunlainen piste £. Halutaan kuitenkin tarkempaa tietoa: médrittasd tamé
piste, eli ko. luku.

Sijoittamalla a = 0, b = 1 saadaan yht&lo
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3. Oletetaan, ettd f :]—1,1]— R on jatkuva ja derivoituva. Oletetaan liséiksi,
ettd kaikilla z €] — 1, 1] piitee, ettéd | f'(z)| < 10. Anna esimerkki sellaisesta
luvusta § > 0, ettéd kaikilla z,y €] — 1, 1] pétee: jos |z — y| < ¢, niin |f(x) —
f(y)l < 107209

Ratkaisu: Olkoon z,y €] — 1,1[. Oletetaan, ettd x < y (jos =z = y, asia
on selvd, jos taas x > y, tilanne on oletuksen kanssa symmetrinen). Nyt
[z,y] C] — 1,1], joten funktio on jatkuva vililld [z,y] ja derivoituva vililla
|, y[. Siis véliarvolauseen nojalla on olemassa piste £ €|z, y[, jolla pétee:

f@) = fly) = f(&)(x —y).

Tastéd sekd tiedoista & €]z, y[C] — 1,1 ja |f'(z)] < 10 kaikilla z €] — 1,1]
seuraa:

[f(x) = fW)l = | —y)| = |F (] lz—yl =< 10]z —y].
Edelleen
—2009
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10|z —y| <1 Sl —y| <

Valitaan siis 6 = 1072019 > 0, jolloin

If(y) — f(z)] < 10|z —y| < 10-6 =10-1072910 = 1072099 kun |z —y| < 4.



4. Osoita, ettd funktiolla f(x) = 2 on kaikkialla méiritelty kisinteisfunktio
&/y. Missd tdmé on derivoituva? Késittele kohtaa y = 0.

Ratkaisu: Osoitetaan aluksi, ettd funktio f(z) on aidosti kasvava ja jatkuva
koko R:ssé, ja ettd fR = R.

Ensinnikin, identtinen kuvaus f(x) = x on jatkuva koko R:ssi (monisteen
s. 39). Tallsin, koska f(zr) = 2® = z -z - x, on funktiomme jatkuva koko
reaaliakselilla lauseen 6.3. nojalla.

Tutkitaan sitten, onko funktiomme aidosti kasvava koko R:ssd: Muokkaa-
malla funktion lauseketta pisteessd (xg + h) saamme

= (zo + h)?
= (o + h)*(z0 + h)
(23 + 2x0h + h?) (w0 + h)
= aj + xdh + 223h + 220h* + h2zo + h®
= x5 4 h3x2 + h(220h + zoh + h?)

f(wo + h)

miké voidaan kirjoittaa karakterisaatiolauseen muotoon

(z0 + h)® — 2} = 322h + (2x,h + 2oh + h)h

missi 2z0h + zoh + b2 — 0, kun h — 0, mistd seuraa funktion f on de-
rivoituvuus mielivaltaisessa pisteessd xg € R ja néin ollen kaikkialla R:ssé.
Edelleen, funktion f derivaatta f’(x) = 322

Derivaattafunktio f/(z) > 0 kaikilla z # 0, ja f’(x) = 0 vain, kun z = 0, siis
yksittiisess# pisteessid. Niin ollen lauseen 8.6. nojalla funktio f(z) = 23 on

aidosti kasvava koko R:ssi.

Tieddmme nyt, ettéd funktio f: R — fR on jatkuva (eli surjektio R — fR)
ja aidosti kasvava (eli injektio) kaikkialla mé#érittelyjoukossaan, joten silld

on olemassa aidosti kasvava ja jatkuva kisnteisfunktio f=!: fR — R (lause
6.9).

Osoitetaan seuraavaksi, etta kddnteisfunktio on kaikkialla mééritelty, eli ettd

fR=R:

i) Olkoon M > 0. Valitaan zj; =max{1, M}. Téllsin 2 > = > M, kun
x> . Siis 23 — oo, kun x — o0o.
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ii) Olkoon m < 0. Valitaan z,, =min{—1,m}. Talléin z° < = < m, kun

T < Ty, Siis 2% — —o0, kun 2 — —oo0.

Yllsolevista seuraa, ettd fR = R, joten kiinteisfunktio f~' on méaaritelty
kaikkialla R:ssi, ja sen kédnteisfunktio f~1 : R = R, f~!(y) = ¥/¥.

Alkuperédinen funktio f on derivoituva kaikkialla R:ssi ja sen derivaatta
f(xz) # 0 aina, kun 2 # 0. Néin ollen lauseen 7.4 nojalla kidnteisfunktio
% on derivoituva, kun f/(z) # 0 & = # 0 < f(z) # f(0) & y # 0, ja
tdmé derivaatta on ﬁx)

Sen sijaan, kun y — 0 (oikealta tai vasemmalta), alkavat kdanteisfunktiol-
le piirrettyjen tangenttien kulmakertoimet kasvaa rajatta (tangentit alkavat
"lahestyé pystysuoruutta”), eli derivaattaa pisteessd y = 0 ei voi olla médri-
telty. Tama tiedetéén jo aiemman nojalla, silld lauseen 7.4. mukaisesti kdan-
teisfunktion derivaatta on olemassa vain, kun f’(x) # 0, miké todettin yhté-
pitéviksi sen kanssa, ettd y # 0. Tarkastellaan asiaa vield erotusosamaarian
avulla:

Kun y = 0, tulee erotusosaméérd muotoon

Vo+h-vo _Vh 1
h  h YR2

ja edelleen

1
s— — 00, kun b — 0
2
silld kaikilla M > 0
1
= > M,
2

1
VM3’

kun valitaan |h| <

Siis k#dnteisfunktio on derivoituva kaikilla y € R, y # 0.



