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Niissé harjoituksissa saa kiyttas kaikkia koulusta tuttuja koulusta tuttujen
funktioiden ominaisuuksia kuten sinin jne. jatkuvuutta ja derivointisaantoa.

1. Maaritelladn f : R — R yhtélolld f(z) = z|z|. Milld = on olemassa
derivaatta f/(z)? Entd toinen derivaatta f”(z)? Enta kolmas derivaatta f"/(z)?

Ratkaisu: Aloitetaan ensimméisesti derivaatasta ja tutkitaan eri tapauk-

sissa.
Kun z < 0, niin f(z) = z|z| = 2(—z) = —22, jolloin f'(z) = —2x = 2|z|.
Kun z > 0, niin f(z) = z|z| = z2 = 22, jolloin f'(z) = 2z = 2|z|.
Kun z = 0, niin tutkitaan erotusosam#irin raja-arvoa. Tarkastelemalla

funktion f kuvaajaa arvataan, ettd f'(0) = 0. Tamén voisi huomata myos siiti,
ettd erotusosamairi saadaan muotoon:
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joten
f(x);f(O) —0=lz| =0, kun z — 0,

eli /(0) = 0 = 2/0].
Eli f'(z) = 2|z|.

Tutkitaan seuraavaksi toista derivaattaa, taaskin eri tapauksissa.

Kun z < 0, niin f'(z) = —2z, jolloin f"(z) = —2.

Kun z > 0, niin f/(z) = 2z, jolloin f”(x) = 2.

Kun z = 0, niin tutkitaan taas erotusosamiirin raja-arvoa. Taas tarkaste-
lemalla funktion kuvaajaa huomataan, etti kuvaajassa on kohdassa 0 ’piikki’,
joten derivaattaa ei luultavasti ole kyseisessi kohdassa olemassa.
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Nyt jos z ldhestyy nollaa vasemmalta, on |z| = —z, jolloin erotusosaméira l4-
henee lukua -2, mutta jos = ldhenee nollaa oikealta, on |z| = z, jolloin erotus-



osamadra lahenee lukua 2. Eli:

lim M: lim ﬂ: lim —2=-2#2= lim 2
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Toisin sanoen f”(0) ei ole olemassa.

Kolmatta derivaattaa f”’(z)! on jérkevii tutkia ainoastaan, kun z # 0, silld
kuvaus f” ei ole olemassa nollassa.

Kun z < 0, on f"(x) = —2z, jolloin f"'(z)

Kun z > 0, on f"(x) = 2z, jolloin f"'(z) =

2.

2. Derivoi

(a) sin® 2,

(b) sin® (smd xh);
(¢) \/sin?(sin® z4) + 1.

Ratkaisu: Téssi tehtévissi kiytetdan paljon derivoinnin ketjusadntoi. Tay-
tyy pysya tarkkana, ettei laskuihin tule huolimattomuusvirheitd. Tehtdvin tyo-
maird vihenee huomattavasti jos huomaa, ettd kohdissa b ja c esiintyy sisi-
funktiona aiemman kohdan funktio. (Jonka on jo laskenut.)

(a) sin® 2* = (sin :174)3:
D (sinz* ) =3 (sinz® ) (Dsinz') =3 (sinx4)2 ((cosz*)(Da?))
= 3 (sinz? ) ((cosz®)(42*)) = 12 ((sin® z*) (cos z*)z?) .
(b) sin®(sin® 24) = (sin(sin® :1:4))2:
D (sin(sin® x4))2 = 2 (sin(sin® %)) (D sin(sin® z%))
(a)—kohta
—
= 2 (sin(sin® z*)) (cos(sin® 2*)) (D sin® 2*)
=24 (sin(51n3 a:4)) (cos(bln‘3 z*)) ((sin® z*) (cos z*)(42%))
(¢) \/sin?(sin® z4) + 1:
(b)—kohta
1 1N m—m—N—
Dy/sin?(sin® z4) + 1 = 2 ((mn (sin® %) + 1)~ 2) (D sin’(sin® %))

5 (sin(sin® %)) (cos(sin® z*)) (sin® 2) (cos z)(42?)

sin?(sin® 24) + 1

1Kun derivaatan kertaluku kasvaa, muuttuu ’pilkku-notaatio’ véhin hankalalukuiseksi.
(Miten mones funktion f derivaatta on f//////lll//////lll//////lll//////lll//////llll//?) Taman takia kor_

keamman kertaluvun derivaattoja yleensi merkitdin f(") (). (n:s derivaatta)



3. Tarkastellaan funktiota f :)0,2[—]1,37], jolle pitee f(z) = 2° + 2% + 1
kaikilla = €]0,2[. Miksi silld on aidosti kasvava (jatkuva) ja derivoituva kiin-
teisfunktio g :]1,37[—]0, 2[. Madrita ¢'(3). Vihje: laske ensin f(1).

Ratkaisu: Tieddmme entuudestaan, ettd aidosti kasvaville, vililla maaritel-
lyille jatkuville kuvauksille 16ytyy aina aidosti kasvava kiinteiskuvaus. Koska
kuvaus f on polynomifunktio, jonka olemme jo useamman kerran todistaneet
jatkuvaksi, riittd4 meidin ndyttas ettd kyseessd on aidosti kasvava kuvaus. Kéy-
tetddn uusia tydkalujamme ja tutkitaan kuvauksen derivaattaa:

fl(x) =52 420 >5-0+2_ z >0
>0 >0

Nyt koska f’(x) > 0, niin lauseen 8.6. (aidon kasvavuuden lause) perusteella
kuvaus f on aidosti kasvava, ja siis myoskin injektio.

Jotta voisimme olla varmoja, ettd kiddnteiskuvaus on tosiaan méaaritelty ko-
ko valilla ]1,37][, pitdd meiddn tarkistaa, ettd kuvaus f on surjektio, eli ettd
vilin ]0, 2[ kuva kuvauksessa f on |1, 37[. Kéytetddn tdhin Bolzanon lausetta.
Huomataan, ettd kuvaus f on jatkuva my0s, jos madrittelemme sen olevan ku-
vaus [0,2] — [1,37]. Nyt huomaamme, etti f(1) = 3 ja f(2) =2° +22+1 =
3244+ 1 = 37, niin Bolzanon lauseen perusteella kuvaus saa valilld ]0, 2] kaik-
ki arvot valiltd ]f(0), f(2)[=]1,37[. Nyt siis tieddmme, etti kidnteiskuvaus on
médritelty koko valill§ |1, 37].

Huomasimme, ettd f'(x) > 0 kaikilla « €]0,2[, joten lauseen 7.4 nojalla
funktio g on derivoituva, ja koska f(1) = 1° + 12 + 1 = 3, niin
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g(3)=g'(f(1)) =

4. Oletetaan, ettd f'(1) = 2. Selvita raja-arvo

L J(Eh) — £ 2h)
h—0 h '

Vihje: tdydenné tutkittava lauseke muotoon, missé esiintyvét erotusosaméiran

muodot
f(I+h)—f(1) - f(1=2h) — f(1)
h ] “on '




Ratkaisu:
f(14+h)— f(1—2h)

h

_FR) — )+ F() ~ f(1 - 20)

h

_ S0 = ) F) - £ - 2R)
h h
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h —2h

Nyt koska oletuksen perusteella f'(1) = 2, eli

i FA TR = (D)
h

h—0

jolloin my®6skin

Py —2h
joten lauseen 5.4 perusteella

i o/ =20 = f(1) _ (hm 2) (hm f(1=2n) —f(l)) 4

h—0 —2h h—0 h—0 —2h

ja edelleen

h—0 h
o (SR —f(A)  f(—2h) = f(1)

;133%( h 2 —2h )
_(f+h)—f(Q1) : f(A—2h) — f(1)
:;133%( h )+}1£% <2 —2h >

—2+44=6

5. Tarkastellaan funktiota f(x) = x*. Tulkitse yhtilo
(a+h)* =a* +4a>h + 6a*h* + dah® + h*

karakterisaatiolauseen avulla. Mikd on tassd f(a), mikd f/(a)h ja mikd he(h)?
Voidaanko funktion derivaatta kohdassa x = a ndhdi suoraan kyseisestid yhté-
16sta?

Ratkaisu: Karakterisaatiolauseen mukaan derivoituva funktio voidaan kir-
joittaa muodossa

flx+h) = f(x)+ f'(x)h +e(h)h,



missd e(h) — 0, kun h — 0.

Etsitdin annetusta yhtalostd karakterisaatiolauseen yhtdlod vastaavat koh-
dat. Seuraavaksi vihan epdformaalia footnoteTama ei siis kuvaa mitédan yleista
tekniikkaa karakterisaatiolauseen soveltamisessa, vaan ihan vaan kuvastaa, mi-
ten téssd tehtédvissd voisi ratkaisua esimerkiksi hakea. pohdintaa siité, miten
sopivat vastaavuudet voitaisiin 16ytd4. Huomataan, ettd termissd f(z + h) el
pitéisi esiintyd lukua h kertoimena ja termissi f(x) el pitéisi olla lukua h laisin-
kaan. Termiksi f’(x)h kelpaa jokin, jossa on kertoimena pelkki h ja viimein ter-
miksi e(h)h kelpaa jotain, jossa on luku h kertoimena, mieluiten korkeammassa
potenssissa.

4_ 4 3 272 3 14
(a+h)*=_a" +4a’h +6a“h” + 4ah” + h
f(a+h) fla)  f'(a)h e(h)h

Karakterisaatiolauseen perusteella siis f’(z) = 423,

6. Oletetaan, ettd p > 0. Osoita, ettd yhtalolld z* + px? + gz +7 = 0
on enintddn kaksi erisuurta reaalijuurta. Vihje: Merkitse yht&lén vasen puoli
= f(x). Osoita ensin toisen derivaatan avulla, ettd f’ on aidosti kasvava. Sovella
sitten Rollen lausetta yhtdlon perdkkiisten juurten vélissa.

Ratkaisu: Toimitaan vihjeen mukaisesti. Olkoon siis:
f(z) =2t + pa2® 4 qz + r.
Tutkitaan nyt funktion ensimmaéistd ja toista derivaattaa:
f'(x) = 4a® 4+ 2px + ¢

fla) =122 4p>0+p=p>0
>0

Nyt siis kaikilla = € R pétee, ettd f”(x) > 0, joten lauseen 8.6. (aidon kas-
vavuuden lause) perusteella kuvaus f’ on aidosti kasvava. Koska f’ on aidosti
kasvava, on silld erityisesti enintdan yksi nollakohta. Seuraavaksi soveltamalla
Rollen lausetta huomaamme, ettd mikili luvut a ja b ovat kuvauksen f nolla-
kohtia, eli f(a) = f(b) = 0, niin Rollen lauseen mukaan 18ytyy piste y €|a, b]
siten, ettd f'(y) = 0.

Juuria voi siis olla kuvauksella f enintdén kaksi, silld mikéli 16ytyisivit juuret
a < b < ¢, niin derivaatalle 16ytyisi nollakohta sekd valilta ]a, b ettd valiltd |b, c].



