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1. Selvité lauseen 4.7 avulla
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Muista lauseen ”jos, niin” -rakenne! Tehtdvissd saa pitdd tunnettuna, ettéd

%—>0kunn—>oo.

Ratkaisu. Muokataan aluksi lauseketta
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Nyt Lauseen 4.7. nojalla pétee
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ja samalla tavalla saadaan lim,, . % = lim,,_, % = 0. Kayttamalla edellisia

raja-arvoja johdetaan
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Koska termi (1+ 2)(1 + 2) on nollasta eroava jokaisella n € N ja
limy, oo [(1+ 2)(1+ )] = 1 # 0, niin kiyttdmélld vield kerran Lausetta 4.7.
saadaan

3+3+ % lim, oo(3+ 2 + %)

T A+ 1) lme o[+ 2O+ D] 3

2. Oletetaan, ettd

lim z, = a,
n—od

jaettd a # 0.

Osoita, ettd on olemassa sellainen kokonaisluku K, ettd kaikilla n > K
pitee |z,| > 1|a|. Tehtévii on erityisen "lipindkyvi", jos tarkastellaan erik-
seen tapauksia a < 0 ja a > 0.

Ratkaisu. 1. tapa:

Lahdetain liikkeelle lukujonon raja-arvon maéritelmasta ja ei oleteta lu-
vusta a vield muuta kuin a # 0. Lukujonon suppenemisen mééritelmén no-
jalla siis tiedetdén, ettd jokaisella € > 0 on olemassa sellainen indeksi n. € N,
etta

|z, —al| < e,
kun n > n.. Ideana on valita luku € > 0 niin pieneksi, ettd indeksistd n, = K
eteenpéin jonon jasenet x, ovat niin l&helld lukua a, etti pitee |z,| > %|a|.
Valitaan ¢ = 1|a| > 0 (a # 0 < |a| > 0.) Télléin on olemassa luku K > 0,
jolle pétee siis
1
x, —al < =lal,
2~ al < 3la

aina kun n > K. Tamaé on itseisarvolemman nojalla yhtapitadvai sen kanssa,
ettd —1la| < 2, —a < 3a|, kun n > K eli

n Y
a a xr a +a 1

kun n > K.

Tarkastellaan nyt erikseen tapaukset a < 0 ja a > 0. Oletetaan ensin
a < 0. Nyt on voimassa 3|a| = —%a. Néin ollen katsomalla epéyhtiloketjun
(1) oikeanpuoleista epéyhtdlod saadaan

<1||+— 1+—1 <0 (2)
T 2a a= 2@ a—2a ,

2



kun n > K. Tamin perusteella pitee (kertomalla epdyhtdl (2) puolittain
luvulla —1)

B 11
|Tn| = —2n > _ia = §|a],
kun n > K.
Katsotaan sitten tapausta a > 0. Nyt pitee %\a| = %a. Tarkastelemalla

epayhtéloketjun (1) vasenta epayhtiloa havaitaan

1
n>a—=lal=a—=-a=-a>0,
T, > a 2|a| a—za=za
kun n > K. Niin ollen pétee siis
2] = 20 > 30 = 3l
Tyl =x, > —a = =lal,
2 2
kun n > K.
2. tapa:

Kéytetadn téssd ratkaisussa apuna kolmioepéyhtédlon vasenta puolta:
lla| = [b]| < [a+b]

kaikilla a,b € R. Valitaan ¢ = 1]a] > 0. Nyt on siis olemassa luku K > 0,
jolle pétee

1
7 — al < Sal,

kun n > K ja kolmioepéyhtdlon nojalla siis

1
[lza] = lall = [len] = | = all < fzn + (=a)| < 5lal,

kun n > K. Siis saatiin

1
ol = lall < 5al,

kun n > K. Itseisarvolemman nojalla péatee edelleen
lal = Slal < [za] < la] + 5]l
al —5la T al + 5lal,

kun n > K, missi vasen epayhtdlé on haluttu tulos:

2l > la] - ~la| = ~]al
Tn a| — =la| = =|a|,
2 2
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kun n > K.

3. Osaatko todistaa, ettd seuraava jono suppenee:

11 1 1 1 1 1 1 1 1 ”
R I AN TR
(Tehtévéssd on itse asiassa kyse kurssin analyysi I sarjateorian osaan kuu-
luvan Leibnizin lauseen erikoistapauksesta.) Tehtdvia voi ldhestyd esim. tar-
kastelemalla ensin jonoja x1,x3,... ja To, T4, .... Tassd tehtdvissi saa kiyt-
tad hyviksi tietoa, ettd jokainen nouseva (ts. kasvava) ylhdalta rajoitettu ja
jokainen laskeva (ts. vihenevid) alhaalta rajoitettu jono suppenee.

Ratkaisu. Tehtdvin jonon (x,,)22 ; jisenet on maaritelty kaavalla

1 1 1 - 1
a=1——4 = — 4 (== = — 1)kt
v Sty et ()T ];( )

jokaisella n € N. Edelld on kiytetty summamerkintdd > ;_, ay = a1 + as +
.. + ay, joka tulee tutummaksi kurssissa Analyysi II. Liahdetddn tutkimaan
vihjeen mukaisesti osajonoja x1, x3, ... ja Tg, T4, .... Merkitsemme néitd jonoja
vastaavasti (To,-1)52; ja (29,)5% . Osoitetaan ensin jono (zq,_1)5° , laskevak-
si ja jono (2,)2, nousevaksi. Olkoon n € N. T&llgin pétee

2n—1 2n+1

1 1
_ k+1 k+1
Lon—1 — Lan+1 = Z(—l) E - Z(‘l) E
k=1 k=1
1 1 1 1 1 1
= (1l—=4=—. .+ (=)™ — (1= 4 ==+ (=)™
( 273 (=1 2n—1) < 273 (=1 2n — 1
1 1 1 1
_1 27L+1_ _1 2n+2 - _ > 0
+(=1) 2n+( ) 2n+1 2n 2n+1

eli saadaan o, 1 > x9,41 jokaisella n. Siis jono (z2,-1)22; on laskeva. Vas-
taavasti havaitaan

2n n+2
1
Py~ ain = S (1)L z
k=1 k=1
1 1 1 1 1 1
=l1l-zc+z—.. 1) —(1=-z+z— .+ (-1 —
< 2+3 (=1 2n) ( 2+3 =D 2n+1
1 1 1
—1)2nt3 = - <0
+(=1) 2n+2) 2n+2 2n+1
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eli saadaan xs, < To,io jokaisella n. Niin ollen jono (z2,)2°, on kasvava.
Néytetddn sitten jono (zg,_1)0, alhaalta rajoitetuksi luvulla x5 eli z9, 1 >
xo kaikilla n ja jono (z2,)52, ylhadlta rajoitetuksi luvulla z; eli xq, < a;
kaikilla n. Havaitaan ensin jonon (z,) méaritelmésti suoraan:

n —1

1 1
T, = Z k+1 Z k+1 1)n+1ﬁ =, 1+ (_1>n+1ﬁ (3)

k=1 =1

3

=

jokaisella n > 2. Erityisesti pétee

1
n — dn-1| = — 07
5~ 20| = £ =0, (x)

kun n — oo. Katsomalla yhtdlod (3) tapauksessa, jossa luku n on parillinen
(korvataan luku n luvulla 2n), saadaan
1

Top — Top— 1—% (4)

jokaisella n. Koska jono (xg,) on nouseva, niin saadaan edelleen

Top—1 = $2n+%>1’2n>$2

jokaisella n. Vastaavasti yhtélosta (4) saadaan

Top = Ton—1 — L < Top-1 S T
2n
jokaisella n, silld jono (z9,-1)%; on laskeva. Niin ollen jonot (x9, 1)2%; ja
(29,)92, suppenevat tehtdvinannon tiedon nojalla (tai lauseiden 4.8 ja 4.9
nojalla). Merkitddn a = lim, .o 9,1 ja b = lim,, . Z2,. Osoitetaan nyt
a = b. Olkoon ¢ > 0. Talléin on olemassa n; € N, jolle pétee

€
|Ton—1 — a| < 5
kun n > n; ja toisaalta havainnon (*) nojalla on olemassa ny € N, jolle pitee
|x2n—1 - x2n| < 57
kun n > ny. Valitaan n. = max(ny, ny). Nyt saadaan kolmioepéyhtalon avul-
la

| Zon—al = [(22n—Ton—1)+(T2n-1—0)| < [T2n—Ton_1]+|Ton_1—a| < 2+§ — ¢,



kun n > n.. Siispd pitee a = lim,,_., 2, ja raja-arvon yksikésitteisyyden no-
jalla on oltava a = b. Todetaan lopuksi, etté alkuperdinen jono (z,) suppenee
lukuun a. Olkoon jalleen € > 0. Nyt on olemassa luku n’ € N, jolle
|z, —a| < e,
kun n > n’ ja n on pariton. Toisaalta on olemassa luku n” € N, jolle
|z, —a|] <e,
kun n > n” ja n on parillinen. Valitaan n. = max(n/, n”). Talléin on voimassa
|z, —al| < e,
kun n > n. (oli n parillinen tai pariton luku). Siispd pétee a = lim,, o zp,.

4. Kerrataan aiempien ohjausten ja harjoitusten kisittelemétta jaaneita
tai muuten kiinnostavia tehtavia.



