MATEMATIIKAN JA TILASTOTIETEEN LAITOS
Analyysi 1
Ohjaukset 3 malliratkaisut, Aapo Tevanlinna

Luennoilla on kiynnissi lukujonon raja-arvoon tutustuminen esimerk-
kien ja lauseiden kautta. Tavoitteena on niissd ohjauksissa "ihan ite"tulla
tutuksi (e, n.)-ajattelun kanssa. Jos huomaat, ettd koko alkusyksyn lasketut
epayhtild- ja itseisarvotehtivit oikeasti olivat jo raja-arvoasiaa, niin aina
vaan parempi.

1. Osotita vaite lim,,_, Z—ﬁ’ = 1 todeksi.
Ratkaisu.
Olkoon ¢ > 0 ja merkitddn z, = Z—f{’ Lukujonon raja-arvon méaritelmén

mukaan kullekin e:lle tdytyy loytyd raja-indeksi n, siten ettd |z, — 1| < e
kaikilla jonon jasenilla z,, joilla indeksi n on suurempi kuin n.. Todetaan
tdméan raja-indeksin 16ytyminen mahdolliseksi:
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kun n > 2/e. Téstd huomaammekin, ettd haetuksi raja-indeksiksi n. kelpaa
miké tahansa luonnollinen luku, joka on isompi kuin 2/e.

Jotta asia nikyisi hieman selvemmin, niin téssi vield asia "toiseen suun-
taan'tarkasteltuna. Olkoon € > 0 mielivaltainen ja olkoon n. € N sellainen,
ettd n. > 2/e. Jos nyt n > n., on

| 1 ’n—l—?) 1‘ )n+3 n—i—l‘ ‘ 2 ‘
:L"n — = — = — —=
n+1 n+1 n+1 n+1
2 < 2 - 2
= — —_— =
n+1~"n 2/ ’
miké olikin haluttu tulos.
2. Osoita viite lim,, n—L = 2 epitodeksi.

Ratkaisu.

Tamaén tehtdvin voi ratkaista eri tyylein. Koska kyseessi on sama luku-
jono kuin tehtivissi 1, ja osoitimme juuri ettd kyseinen jono suppenee kohti
lukua 1, kun n — oo, voisimme vedota raja-arvon yksikésitteisyyteen. Jos



siis olisi lim,, Z—ff = 2, niin silloin my6s 1 = 2, joka on selked ristiriita.
Ratkaistaan kuitenkin tehtidva suoraan kdyttden lukujonon raja-arvon maa-

ritelméaé.

Maéaritelméan mukaan lim,, ., Z—f{’ = 2, jos ja vain jos jokaiselle € > 0 16y-
tyy raja-indeksi n., ettd |r, — 2| < € aina kun n > n.. Riittda siis 16ytda
ainakin yksi sellainen ¢ > 0, jolle ei kyseistd raja-indeksia n. 16ydy. Vai-
tetddnkin siis, ettd kun ¢ = 1/4 niin ei 16ydy raja-indeksid n,/,. Tehdédén
kuitenkin ensin oletus n > 2, silld jos indeksi 1 kelpaisi raja-indeksiksi, niin

silloin my6s indeksi 2 kelpaisi. Nyt siis
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Tastd voimmekin paatella, ettd raja-indeksiksi ny/4 ei kelpaa mikédn luon-
nollinen luku, jolle ny 4 > 2. Tamén seurauksena lim,, . = "+3 2 # 2

3. Onko olemassa
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Ratkaisu.

Tehtavan tarkoitus on itse etsid ehdokas raja-arvolle ja sen jilkeen osoit-
taa, ettd ehdokas todella on raja-arvo lukujonolle. Mikili puolestaan uskoo,
ettd jono hajaantuu, niin sitten erindisii keinoja kiyttden osoittaa, ettd se
todella hajaantuu. Huomataan kuitenkin, etta
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Tama antaa hyviit perusteet vaittaa, etta lim, .. (vn + 1 —/n) = 0. Todis-
tetaan viite. Etenemistyyli samanlainen kuin tehtévissa 1.




Olkoon € > 0 mielivaltainen. Talloin
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kun n > 1/e2. Raja-indeksiksi siis kelpaa miki tahansa luonnollinen luku,
joka on isompi kuin 1/&2.

4. Jonosta (z,) tiedetdén vain, ettd |z,| < 7 kaikilla n. Mé&&ritellddn
toinen jono (y,) yhtalolla
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Ratkaisu.

Tehtévin jonosta (x,,) ei tiedetd paljoakaan. Se voi supeta tai hajaantua.
Onneksi tehtéviissd ei tarvitse miettid miten jono (x,) pomppii, vaan tutkia
jonoa (y,), jossa jonon jésenet ovat jonon (x,) luvuilla 1/n skaalattuja jéise-
niéi. Koska |y,| = |2z, = |z,| < I kaikilla n € N, meilld on hyvit perusteet

vaittaa, ettd lim, .. y, = O Todlstetaankm se:
Olkoon € > 0. Talldin
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kun n > 7/e. Tama riittddkin osoittamaan, ettd lim, ., y, = 0.



