Lineaariset mallit, kl 2011, Harjoitus 3, viikko 14

1. Tarkastellaan lineaarista mallia Y = X3 + ¢, & ~ N (0, aQIn) (B €RP, 02> 0,
r (X) = p). Osoita, etté residuaalivektorille & pitee & = (I, — P) e, jossa P = X (X'X) ' X/
(ks. monisteen s. 9). Laske témiin ja liitteen A.1 tulosten avulla E (¢), Cov () ja

Cov(&, ).

2. Jatkoa edelliselle tehtéville. Osoita, ettéd 3§ = y’X3 ja etté B, = § — BoTy —
-+ — B,Tp, kun mallissa on vakio eli x;; = 1 kaikilla 7 = 1,...,n. Téssd z; =
(x1j + -+ xnj) /n, jossa x;; on matriisin X yleinen alkio (i =1,...,n, j = 1,...,p),

B=3 B,] ja muut merkinnét ovat kuten monisteessa (ks. s. 8-10).

3. Tehtévissd 1.4 on todettu, ettd > " | (yi — 7)?* = Sty —ngt =y 1, - )y,
jossay = [y1 -+ ynl ja I =1, (1,1,) "1/ eli monisteen s. 10 merkinnoin SST
=y (I, —J)y. Osoita, etti SSR =y’ (P —J)y ja SSE =y’ (I, — P)y, jossa P =
X (X! X)f1 X’ ja kuten monisteen vastaavassa kohdassa on my6s téssd matriisin X en-
simmaéinen sarake ykkosvektori 1,. Téstd saat vaihtoehtoisen perustelun monisteessa

s. 10 esitetylle tulokselle SST = SSR + SSE.

4. Tarkastellaan tehtédvin 1 mallia erikoistapauksessa p = 1, jolloin malliyhtélo on

havaintoyksikoittédin ilmaistuna Y; = fx; +€;, ¢ = 1,....,n, ja X on vektori x =
[z1 -+ 2] (i) Osoita, etti PNS-estimaattori parametrille 3 on
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(ii) Oletetaan nyt, etté selittévin muuttujan x; paikalla mallissa ja PNS-estimaattorissa
3 on satunnainen X;. Osoita PNS-estimaattorin harhattomuus eli E(3) = 3, kun
monisteen s. 11 mainittu ehto (a) eli (Xi,...,X,) || (e1,...,en) pétee. Perustele
liséiksi, miksei harhattomuus vilttamétta pade ilman titi riippumattomuutta. (Vih-
je: Kohdassa (ii) kannattaa sijoittaa Y; = SX; + ¢; ja tarkastella erotuksen B—B
odotusarvoa. Kaikkien tarvittavien odotusarvojen oletetaan olevan #éirellising ole-

massa. Viimeisessd kohdassa ei vaadita tarkkaa matemaattista perustelua.)

5. Tarkastellaan tehtdvéin 1 mallia yhden selittdvin muuttujan lineaarisen regres-
siomallin tapauksessa, jolloin malliyhtélé on havaintoyksikoittdin ilmaistuna y; =
By + Boxi+ei, i =1,...,n. Merkitizn 8 = [B, By jaz = (z1+ -+ x,) /n. (i) Muo-
dosta Lauseen 2.1(i) tulosta kiiyttien Cov(3) ja edelleen Var(3,) ja Var(3; + 35z ). (i)
Oletetaan, ettd selittdvien muuttujien arvot 1, ..., z,, voidaan valita vapaasti vililts
[e,d]. Miten ne on valittava, jos Var(j3,) halutaan minimoida? Onko téméi valinta
muuten jirkevid? (Huom.: Kohdassa (ii) ei vaadita yksityiskohtaisia matemaattisia
todistuksia. Niissd voit my6s olettaa, ettd n on parillinen.)



