Lineaariset mallit, kl 2011, Harjoitus 1, viikko 12

1. Symmetristd matriisia A (n X n) sanotaan positiivisesti definiitiksi (merkitéiéin
A > 0), jos xX’Ax > 0 kaikilla x # 0 & A (ks. monisteen Liite B.6). Osoita,
ettd matriisi A (n x n) on positiivisesti definiitti jos ja vain jos sen ominaisarvot
ovat positiivisia. Osoita edelleen, ettd on positiivisesti definiitti matriisi on epésin-
gulaarinen (eli silld on kddnteismatriisi). (Vihje: Voit kiyttédd symmetrisen matriisin
padakselihajotelmaa; ks. monisteen Liite B.7)

2. Olkoon A (n x n) positiivisesti definiitti ja B (n x k) astetta k oleva matriisi (eli
B:n sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat; ks. monisteen Liite B.10). Osoita,
ettdi B'AB (k x k) on positiivisesti definiitti ja siten epéisingulaarinen.

3. Olkoon nelivmatriisi A (n x n) idempotentti eli A = AA (merkitiin AA = AZ;
ks. monisteen Liite B.10). Osoita, ettd I, — A on my6s idempotentti ja ettd A:n
ominaisarvot ovat nollia ja ykkosid. (Vihje: Ominaisvektorit médrittava yhtils; ks.
monisteen Liite B.7)

4. Tarkastellaan aineistosta v, ..., y, laskettua otoskeskiarvoa 7 = n~! Sor v ja
otosvarianssia s2 = (n — 1)"' 327, (y; — §)* . Osoita, etti

(n-1)s*=Y 4 —ng’ =y (I, - )y,
=1

jossay = [y1 - yal jad =1, (1,1,) "1, (1, = [1---1]", n x 1). Osoita lisiiksi,
ettd J (ja siten I,, — J) on symmetrinen ja idempotentti (eli ortogonaalinen projektio)
osoittamalla yleisesti, ettd matriisi P = X (X' X)f1 X’ on symmetrinen ja idempo-
tentti, kun X on astetta p oleva n X p matriisi.

5. (Yksisuuntainen varianssianalyysimalli) Olkoon Y11, ..., Y1n,, Y21, oo, Yony, ooy Yp1, ooy Yo,

riippumattomia ja Yj; ~ N (1;,0%) (u; € R, 0% > 0) . Esité tilanne lineaarisen mallin
erikoistapauksena kiyttden lineaarisen mallin matriisiesitystd. Miké on matriisin X
aste?



