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1 Lineaarisen mallin méiéirittely

1.1 Yksinkertainen esimerkki

Tarkastellaan aluksi yksinkertaista esimerkkii, joka havainnollistaa lineaarisen mallin
ideaa. Oletetaan, ettid maaperiltiin homogeeninen pelto on jaettu samankokoisiin
alueisiin, joita on n kappaletta ja joita on lannoitettu eri mé&srilla xq, ..., , samaa
lannoitetta. Olkoot saadut satomé#érit vastaavasti yy, ..., yn. Tavoitteena on rakentaa
tilastollinen malli, jonka avulla voidaan selvitté#éd lannoituksen vaikutus odotettavissa
olevaan satomé#irién.

Oletetaan, ettd havaitut satoméérit voidaan tulkita (riittéviilld tarkkuudella)
riippumattomien satunnaismuuttujien Yi,...,Y,, havaituiksi arvoiksi. Mielenkiinto
kohdistuu niiden satunnaismuuttujien odotusarvoihin E(Y;) = p;, jotka riippuvat
ennalta valituista ja siten ei-satunnaisista lannoiteméaéristd x; (i = 1,...,n) . Lineaari-
sessa mallissa tdmé riippuvuus oletetaan lineaariseksi eli y; = £, + Bqzi, jossa [
ja By ovat tuntemattomia parametreja. Lisiiksi oletetaan, etteivit lannoiteméariit
vaikuta satunnaismuuttujien Y; (tuntemattomiin) variansseihin eli oletetaan, etti
Var (Y;) = o2 piitee kaikilla 4 = 1, ..., n. Tilanne voidaan kuvata kiyttien yht:los

jossa €1, ...,e, ovat riippumattomia ei-havaittavia satunnaismuuttujia, joille pétee
E(g;) = 0 ja Var(g;) = o2 Niami satunnaismuuttujat voidaan tulkita havaituissa
satomédrissd ilmeneviiksi ‘puhtaaksi satunnaisvaihteluksi’, joka ei selity lannoiteméia-
rallé.

Yhtdloda (1.1) nimitetdéin yhden selittdvin muuttujan lineaariseksi regressiomal-
liksi. Jos asiaa tarkastellaan tiukasti tilastollisen péadttelyn ndkokulmasta, ei kysymyk-
sessé ole vield tilastollinen malli, jollainen vaatii havaintojen yhteistodenniikoisyys-
jakauman ja parametriavaruuden spesifioinnin. Klassinen lineaarinen malli, jota télla
kurssilla tarkastellaan, olettaa normaalijakauman. Koska lannoiteméiirit tulkitaan
ei-satunnaisiksi, saadaan havaintojen yhteistodennikoisyysjakauma siten oletuksesta

Vi, Yo |, Yi~ N (B + Bowi, 0°). (1.2)

Vaikka (ainakin) oletus 3; > 0 tuntuisi jérkevilté, valitaan klassisen lineaarisen mallin
mukaisesti parametriavaruudeksi 57, 85 € R, 0 > 0. Vaihtoehtoinen ja usein kiytetty
tapa spesifioida havaintojen yhteistodennikoisyysjakauma on yhtélon (1.1) tédyden-
tdminen oletuksella

€1y .0y En l , €i~N (0,02) . (1.3)

Koska téssi tapauksessa satoméérds selittdvin muuttujan eli lannoitemééran ar-
vot kiinnitettiin edeltd kéisin, niiden tulkitseminen ei-satunnaisiksi on loogista. Jos
kysymyksessé olisi ollut tilanne, jossa selittdvin muuttujan havainnot olisi poimittu
satunnaisotantaa kiyttien tai ne olisivat muuten ’satunnaisia’, tdytyisi tilastollinen
malli periaatteessa laajentaa ja tarkastella satunnaisvektorien [V; X;]" (i =1,...,n)
yhteistodenniikoisyysjakaumaa.! Myshemmin todetaan, etti sopivin oletuksin on loo-

!Matriisin transponointia merkitfin pilkulla ja vektorit tulkitaan matriiseiksi, joissa on yksi
sarake. Kédytetyt matriisilaskennan merkinnét ja tulokset on koottu Liitteeseen B.



gista tarkastella selitettédvida muuttujia Y7, ..., Y,, ehdollisesti ehdolla selittdvin muut-
tujan X7, ..., X,, saamat havaitut arvot xy, ..., z,, jolloin edelli esitetty malli soveltuu.

Kaytannossi edelld tarkasteltuun malliin voisi olla aiheellista siséllyttéai lannoite-
médran lisdksi myos muita satomédrdd selittédvid muuttujia. Seuraavassa esitettivi
yleinen lineaarinen malli ottaa téméin huomioon.

1.2 Yleinen lineaarinen malli

Yleisen lineaarisen mallin asetelma on, ettd analysoitavana on m:n havaintoyksikoén
aineisto, jonka muuttujista yksi on luonteeltaan selitettivil ja loput p sen vaihtelua
selittdvida muuttujia. Kaaviona tilanne on seuraavanlainen.

Havaintoyksikkd — Selitettivi muuttuja; y Selittavat muuttujat; z1, ..., zp
1 (0 T11y e Tlp
n Yn Tnly s Top

Lineaarisessa mallissa selittdvin muuttujan vaikutus selitettdviin muuttujaan
oletetaan (tietyssd mielessd) lineaariseksi. Jos Yi,...,Y,, ovat edellisen esimerkki-
tapauksen mukaisesti satunnaismuuttujia, joiden havaitut arvot ovat yi, ..., yn, niin
mallin mééritelmé voidaan perustaa yht#loon

E:B1$i1+"'+ﬁpmip+5ia 1::1,...,71, (14)

josta edellisen jakson yhtélo (1.1) saadaan ilmeisend erikoistapauksena (p = 2, x;; = 1
Vi). Yhtélon (1.4) oikealla puolella selittévien muuttujien havaintoarvot z;; ovat ei-
satunnaisia tai kiinteitd lukuja, (4, ..., 3, ovat tuntemattomia parametreja ja ; on
havaintoyksikkoon ¢ liittyvél ei-havaittava satunnaismuuttuja, joka kuvaa sitd osaa
selitettdvin muuttujan vaihtelusta, jota selittéviit muuttujat tai niiden lineaarikom-
binaatio 811+ - -+ 8,T;p el kykene selittdméén. Téstd syystd satunnaismuuttujia e;
kutsutaan wvirheiksi tai virhetermeiksi. Lineaarikombinaatiota 8z +- - -—I—Bpacip kut-
sutaan puolestaan mallin systemaattiseksi osaksi tai rakenteekst. Mallin lineaarisuus
merkitsee sité, ettd systemaattinen osa on parametrien By, ..., 3, lineaarinen funktio
ja ettd virheterma lisdtddan systemaattiseen osaan additiivisesti. Mallin lineaarisuus
sallii néin ollen esimerkiksi valinnan z;o = x%l eli epilineaarisuuden selittédvien muut-
tujien suhteen, kunhan lineaarisuus parametrien 3y, ..., 3, suhteen silyy.?

2Jos edellisen jakson esimerkkiin lisitdadn selittéjé =2, voidaan mallissa ottaa huomioon se, ettd
satomééri pienentyy, jos lannoitetta kiytetéidn liikaa.



Kuten edellisen jakson esimerkissékin, tdytyy yhtélod (1.4) tdydentéd spesifioimalla
(selitettédvin muuttujan) havaintojen yhteistodennikoisyysjakauma ja parametriava-
ruus, jotta tilastollinen malli tulee méiritellyksi. Havaintojen Y7, .., Y, yhteistoden-
nikoisyysjakauma tulee spesifioiduksi, kun virheisiin liitetééin oletus (1.3). Jos mer-
kitdin x; = [zi1 -+ @) ja B = [51 ,Bp]/, saadaan lineaariselle mallille siten
médritelma

Vi, Y, |, Yi~N(xiB,0%), BERP, o°>0. (1.5)

Vaihtoehtoinen mééritelmé saadaan liittdmalla yhtdloon (1.4) oletukset (1.3) ja 8 €
RP, o2 > 0. Kuten edelld esitetystii ilmenee, voidaan lineaarista mallia luonnehtia
malliksi havaintojen odotusarvolle. Téstd johtuen on parametrivektori 3 ja sité
koskeva tilastollinen péittely ensisijaisen mielenkiinnon kohteena, kun taas parametri
o2 on luonteeltaan kiusaparametri.

Edellé esitetty lineaarisen mallin méirittely vastaa siis tilastollisessa pédttelyssi
kiytettyd tilastollisen mallin méarittelyd. Kuten aiemmin vihjattiin, néikee nimitysté
lineaarinen malli kiiytettdvin usein myos loyhemméissd mielessé. Erityisesti havain-
tojen tai virheiden yhteistodennikoisyysjakaumaa ja parametriavaruutta ei aina spe-
sifioida (ainakaan eksplisiittisesti) ja joskus riippumattomuuden asemesta oletetaan
vain korreloimattomuus.

Lineaarinen malli voidaan esittid kiteviisti matriisimerkinnéin, joita tarvitaan
my6s mallin teorian kehittelyssd. Yhtéls (1.4) voidaan kirjoittaa

Y; T11 ccc T1p B4 €1
= : + :
Y, Tnl " Tnp ﬂp En
eli
Y =X3+e. (1.6)

Virheitd koskeva oletus (1.3) voidaan ilmaista vaatimalla, ettd satunnaisvektori e
noudattaa multinormaalijakaumaa odotusarvona nolla ja kovarianssimatriisina oI,
eli symbolein € ~ N (0, O'2In) , jossa I, on (n x n) yksikkomatriisi.> Nyt malli voidaan
maédritelld lyhyesti kirjoittamalla

Y ~N(XB,0°1,), BER?, o°>0. (1.7)
Ellei toisin mainita, liitetédédn malliin lisdksi oletus
r(X)=p (1.8)

eli matriisin X (n X p) oletetaan olevan téytti sarakeastetta, jolloin pétee erityisesti
n > p (ja kiyténnossid n > p). Tami takaa sen, ettéd odotusarvovektorilla p = E(Y)
on yksikéisitteinen esitys p = X3 (r(X) =p = r(X'’X) = p = 8 = (X'’X) ' X'p).
Kyse on siten identifiointiehdosta, joka takaa parametrivektorin 3 yksikisitteisyy-
den (XM = X8® & xX(BY - p?) = 0 & gV = @ kun r(X) = p).

3Jos tarkasteltavan multimormaalijakauman dimensio on aiheellista merkit# nikyviin, se osoite-
taan alaindeksilld eli esimerkiksi N, (-, ).



Jos r(X) < p, voidaan joku (tai jotkut) matriisin X sarakkeet lausua muiden line-
aarikombinaationa ja saada odotusarvovektorille esitys p = X, 3,, jossa matriisi X,
on tiyttd sarakeastetta. Esimerkiksi tapauksessa p = 3 ja x;3 = x;1 + T2, piitee
i = Ti1fy + Ti2fy + i3s3 = w1 (By + B3) + iz (B2 + Bs) -

Mallin parametreja B ja o2 koskevan tilastollisen paittelyn kannalta on riit-
tdvad esittdd malli muodossa Y ~ N (Xﬁ, O'2In) ilman, ettd virhetermeistd puhutaan
mit#dn. Joissakin tapauksissa tihin esitykseen voidaan péaidtyéd luontevasti lahtemallé
havaintojen riippumattomuudesta ja oletuksesta Y; ~ N (Mw 02), jossa odotusarvoille
u; voidaan tutkittavan ilmion taustateorian perusteella olettaa lineaarinen esitys
p; =x;83 (i=1,...,n). Usein virhetermeilld on kuitenkin luonteva tulkinta mittaus-
tai selitysvirheini, jolloin niiden kiyttéminen mallin motivoinnissa ja esittdmisessi
on myos luontevaa.

Mallin virhetermeilld on myos toinen motivaatio, jonka tarkastelemiseksi otetaan
kdyttoon késitteet sovite ja residuaali, jotka ovat mallin systemaattisen osan p; = x;3
ja virhetermin g; empiirisié vastineita. Jos B on parametrin 3 estimaatti, niin (havain-
toyksikkoon ¢ liittyvi) sovite on fi; = X3 ja (havaintoyksikkoon ¢ liittyvi) residuaali
oné; =y;— x;B (sovitteelle kiytetdin myos merkintdd ¢;). On selvid, etté residuaalit
&1, ..., &, sisdltéivit informaatiota parametrista o2 ja ovat sikiili relevantteja. Lisiksi ne
siséltévit informaatiota mallin oletusten mahdollisesta paikkansapitéméttomyydesti
eli esimerkiksi varianssien Var (¢;) = Var (Y;) vaihtelusta seki virheiden ¢; ja siten
havaintojen Y; riippuvuudesta tai ei-normaalisuudesta. Yksinkertaisimpia malleja
lukuun ottamatta néitd kysymyksid on helpompi tutkia residuaalien kuin alkuperiis-
ten havaintojen avulla. T#lld kurssilla néité térkeitéd kysymyksid ei kuitenkaan ehdité
juurikaan kisitelld. Todettakoon kuitenkin, ettd ’kohtuullisen pieni’ poikkeama nor-
maalisuudesta ei ole tuhoisaa, silli esitettiviit teoreettiset tulokset voidaan perustella
asymptoottisina approksimaatioina myos ilman normaalisuusoletusta. Selvisti ei-
normaalisiin tilanteisiin télla kurssilla tarkasteltavaa mallia ei kuitenkaan pidd menné
soveltamaan.*

1.3 Lineaarisen mallin erikoistapauksia

Kuten edelld todettiin, saadaan jaksossa 1.1 tarkasteltu yhden selittdjén lineaarinen
regressiomalli yleisen lineaarisen mallin erikoistapauksena. Vield yksinkertaisempi
erikoistapaus on malli

Vi, Yn ||, Yi~N(p,0%)

eli rigppumaton otos normaalijokaumasta. Tédhin malliin paddytdsn valitsemalla

yleisessd mallissa p =1, 8, = pja z;; = 1, ¢ = 1, ..., n. Matriisiksi X tulee siten

1
X=|:]=1, (nx1).
1

4Esimerkiksi selitettéivin muuttujan saadessa diskreetteji arvoja, tarjoavat ns. yleistetyt line-
aariset mallit usein parempia vaihtoehtoja.



T&td mallia ja sen parametrien estimointia ja testausta on tarkasteltu tilastollisen
péadttelyn kurssilla. Myshemmin ndhdéén, miten ndmaé estimointi- ja testausongelmat
voidaan ratkaista lineaarisen mallin avulla.

Edellisen esimerkin yleistys on kahden odotusarvoltaan (mahdollisesti) poikkeavan
ritppumattoman normaalisen otoksen malli eli

N (M17U2) , kuint=1,...,n;

Vi Yo l’ YiN{ N(M2,0'2), kuini=mni1+1,....,n1 +no = n.

Tamé malli saadaan yleisestd mallista valitsemalla p =2, 5, = u,; (i = 1,2) ja

1 0
1 0 1 0
X = = e
1 {0 1n2]
._0 1_

Mielenkiinnon kohteena on usein hypoteesi 11; = o ja luottamusvilin muodostami-
nen erotukselle p1; — p5. Konkreettisena esimerkkitilanteena voisi olla kahden vehnéla-
jikkeen Aj ja A satoisuuden tutkiminen, kun niitd viljelldéin samoissa olosuhteissa.
Huomaa, etté téissi selittdvit muuttujat ovat ryhméié osoittavia indikaattoreita. Sama
pétee niiden seuraavassa tarkasteltaviin yleistyksiin.

Edellinen esimerkki voidaan yleistdd koskemaan kahta useampaa otosta, jolloin
tarkasteltavia vehnilajikkeita voi olla useita. Tilloin kysymyksessi on ns. yksisuun-
tainen varianssianalyysimalli, jossa havaintoina on p riippumatonta otosta jakaumista
N (/,Lj,O'Z) (j =1,...,p) ja kiinnostuksen kohteena on odotusarvoissa fi, .., i1, mah-
dollisesti ilmenevit erot. Toinen edellisen esimerkin yleistys on ns. kaksisuuntainen
varianssianalyysimalli, jota voidaan kiyttdd tilanteessa, jossa vehniilajikkeita Ap ja
Ay lannoitetaan kahta eri lannoitetta By ja Bs kiyttden. Tilloin havainnot ovat
periisin neljiastd ryhmaéstd ja mallin avulla voidaan tutkia onko satoméiirissd eroja
eri ryhmien vélilld ja johtuvatko mahdolliset erot vehnéilajikkeesta, lannoitteesta vai
niiden yhteisvaikutuksesta.

Edellisessé jaksossa tarkastellun yhden selittdjin lineaarisen regressiomallin ilmei-
nen yleistys on usean selittdjan lineaarinen regressiomalli

Yi=B1+Boxia + -+ Bprip tei, 1=1,..,n,

johon liitetésin oletukset (1.3) ja B € RP, 02 > 0. Tiss# mallissa matriisi X on kuten
yleisen mallin tapauksessa lukuun ottamatta sité, ettd x;; = 1 kaikilla ¢ = 1,...,n.
Parametria (3; kutsutaan (regressio)vakioksi ja parametreja 3; (j = 2,..,p) regres-
stokertoimiksi. Yksittdinen regressiokerroin kuvaa paljonko selitettdvi muuttuja tai
tdsmallisemmin sen odotusarvo muuttuu, kun j:nnen selittdjin arvo muuttuu yhden
yksikon muiden selittéjien arvojen pysyessid muuttumattomina. Témé kuvastaa yhté
mallin kiiyttotarkoitusta, joka on selitettdvin muuttujan ja selittéivien muuttujien



vilisen riippuvuuden tiivistetty kuvaaminen eli selittdminen. Mallia voidaan kiyttas
myos selitettdvin muuttujan arvojen ennustamiseen ja kontrolloimiseen (olettaen,
ettd selittdvien muuttujien arvoihin voidaan vaikuttaa).

Samassa mallissa voi olla seké kvantitatiivisia selittéjid ettd kvalitatiivisia ryh-
mié osoittavia indikaattoreita. Jos esimerkiksi tutkitaan vehnélajikkeiden A; ja As
satoisuutta ja molempia lannoitetaan samaa lannoitetta kiyttden, padadytéaian malliin,
jossa on kahden ryhméa osoittavan indikaattorin liséiksi yksi kvantitatiivinen selitt#jé.
Oletetaan, ettéd nq ensimméisti satomadrad liittyy lajikkeeseen A; jaloput ng = n—ny
lajikkeeseen Ao ja olkoon x; jilleen lannoiteméird havaintoyksikossd ¢. Télloin malli
on

(,6’1 + 63@,02) , kuni=1,...,n1

N
Vi, ¥o EN{ N(ﬂ2+63xi,o2), kuni=ni+1,....,n1 +no =n.

Matriisiksi X tulee

1 0 Ty
0 1 Tnq+1

0 1 T,

Huomaa, ettd tdssd mallissa lannoitteen vaikutus molempiin vehnilajikkeisiin olete-
taan samaksi.
Todetaan vield, ettd joissakin tapauksissa lineaarista mallia voidaan kiyttéi,
vaikka alkuperdinen malli olisikin epé&lineaarinen. Tyypillisin esimerkki on
Y; = eﬁlm% . --:nipeei, i1=1,...,n,
jossa muuttujat oletetaan positiivisiksi. Ottamalla (luonnollinen) logaritmi puolittain
paiadytéadan yhtiloon

logV; = 81 + Balogzio + -+ -+ B, logxip +&;, 1=1,...,n,

josta oletuksilla (1.3) ja B € RP, 02 > 0 saadaan (merkintsji vaille) usean selit-
tdjian lineaarinen regressiomalli. Téllaiset ns. multiplikatiiviset mallit ovat tavallisia
taloudellisissa sovelluksissa mallinnettaessa esimerkiksi jonkin tuotteen kysyntéa.



2 Lineaarisen mallin parametrien estimointi

2.1 Suurimman uskottavuuden (SU) estimointi

Mallioletuksen (1.7) mukaan Y ~ N (Xﬂ, UQIn) , joten kdyttiden multinormaalijakau-

man tiheysfunktion kaavaa nidhddin suoraan, ettd havaintojen yhteistiheysfunktio
5

on
—n/2 1
e (v38.0%) = (o) e { oL (v - X0 (v - XB) .
Parametrien 3 ja o2 log-uskottavuusfunktioksi saadaan siten
2.,y _ " 2 1
l(IBJU ay) - —510g0' - ﬁs(ﬁ)a
jossa
2
S =(y-XB) (y-XB) =) (v —xiB)
i=1

on ns. jadnndsneliosummafunktio. Parametrin @ SU-estimaatti 8 = B(y) loyde-
tdsn minimoimalla jasinnosnelissummafunktio S (3), minki jilkeen parametrin o2
SU-estimaatti 62 = 62 (y) saadaan kaavalla

all -

5 = 2S(B) = (v~ XB) (v - XP)

tai, kiyttien residuaaleja & = y; — X3,

n n

. 1 ~ 2 1 R
5% = EZ(% -x;8) = 525%

i=1 =1

Edellé sanottu voidaan perustella epiyhtilsilla

2. v _ 3
l(,@,a ,.Y) < 21Og0 20_25(@
n .2 1 N

< _
< —glogo 2625(@

= 1(B.6%y),

jotka piteviit kaikilla B € RP ja 02 > 0. Niistd ensimmiinen perustuu estimaatin B
méiiritelmiin ja toinen nihdiin maksimoimalla edeltéivi lauseke o2 suhteen (yksi-
tyiskohdat jdtetéédn tehtaviksi).

Estimaatin B lauseke voidaan johtaa joko geometrisesti tai derivoimalla jain-
nosnelivsummafunktiota. Palataan edelliseen hieman myshemmin ja kiiytetdin téissé
jalkimmaéisti tapaa, jossa suoritettavia laskelmia voidaan kiyttid parametrin 3 havai-
tun informaatiomatriisin johtamisessa. Suoraviivaisella derivoinnilla ndhdién, ettd

95 (B) /0By n
8S(B) /0B = : =2 " x; (y - %,8) = —2X'y + 2X'X.
95(B) /0B, =1

Sama tulos voidaan johtaa helposti myos kirjoittaen oletuksen (1.5) nojalla fy (y;B,0°) =
fya (yl;,&UQ) o fyn (yn;ﬁ,a2) , jossa fy, (yi;,@,JQ) on havainnon Y; tiheysfunktio.
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Kuva 2.1. PNS-menetelmén havainnollistus yhden selittéjin regressiomallin (1.1)
tapauksessa.

Vilttdméaton ehto minimille on 9S (8) /083 = 0, miké johtaa ns. normaaliyhtildi-
hin
X'Xg3 = X'y. (2.1)
Oletuksesta r (X) = p (ks. (1.8), s. 3) seuraa tunnetusti r (X’X) = p, joten nor-
maaliyhtiloilld on yksikésitteinen ratkaisu

B=(X'X)"'X'y.

Se, ettd kysymyksessé todella on minimipiste, voidaan todeta eri tavoin. Differentiaali-
ja integraalilaskentaan perustuvassa tavassa todetaan, etté toisten derivaattojen mat-
riisi 9%S (8) /0B08" = [0S (B) /08,08;] = 2X'X on positiivisesti definiitti, misté
haluttu tulos seuraa.® Seuraavassa jaksossa esitetiifin geometrinen perustelu.
Ilmeisistéd syistd johtuen sanotaan parametrin B SU-estimaattia B pienimman
neliosumman (PNS) estimaatiksi. Yhden selittdjén regressiomallin (1.1) tapauksessa
PNS-estimaatti minimoi oheisen kuvan pystysuorien janojen pituuksien nelidsumman.

2.1.1 PNS-estimointi geometrisesti

Eriis tapa havainnollistaa PNS-estimaattia on johtaa se geometrisesti. Olkoon |ja|| =
(a’a)l/2 = (a}+---+a2) Y2 Vektorin a = [a1 --- a,)" (Euklidinen) normi ja R (X)
matriisin X (n x p) sarakeavaruus.” Koska S (8) = ||y — X,@'H2 , on PNS-estimoinnissa
kysymys normin ||y — p|| minimoinnista ehdolla g € R (X) . Lineaarialgebrasta tiede-
tddin, ettd minimi saavutetaan valitsemalla p = fu siten, ettd erotus y — f1 tulee orto-
gonaaliseksi avaruutta R (X) tai yhtépitdvisti matriisin X sarakkeita vastaan. Toisin

S Masritelmén mukaan symmetrinen matriisi A on positiivisesti definiitti (merkintdén A > 0), jos
x'Ax > 0 kaikilla (yhteensopivilla) vektoreilla x # 0.

"R (X) on R™:n p-ulotteinen aliavaruus ja siséltii vektorit, jotka voidaan lausua X:n sarakkeiden
lineaarikombinaationa eli R (X) = {z € R" : z = Xb jollain b € R”}.



sanoen,
X'(y-p)=0 & Xp=XYy.

Vektorin fi tiedetdéin olevan y:n yksikisitteinen ortogonaalinen projektio ava-
ruudelle R (X) . Koska matriisin X sarakkeet ovat oletuksen mukaan lineaarisesti riip-
pumattomia (eli vapaita), on olemassa yksikéisitteinen vektori [3 siten, ettd o = X,B
Sijoittamalla tdmé& edelld johdettuun yht#loon, saadaan X' X3 = X/ y, joten B3 on
sama normaaliyhtéiloiden yksikisitteinen ratkaisu kuin aikaisemminkin ja se minimoi
jadnnosnelicssummafunktion S (3).

PNS-estimoinnissa selitettivin muuttujan vektori y hajotetaan kahteen osaan:

y =y +§&, (2.2)

jossa ¥ = X3 (= [1) on sovite eli estimoitu systemaattinen osa ja é =y — X3 on
residuaali eli estimoitu satunnainen osa. Sijoittamalla normaaliyhtélsihin (2.1) 8 = B
niahdidn, etté

X'e =0, (2.3)

mistd seuraa §'& = 0 eli sovitteen ja residuaalin ortogonaalisuus. Lisiksi, jos P =
X (X’X) "' X/, niin
§=Py ja &=(L,—P)y. (2.4)

Matriisi P on (ortogonaalinen) projektio, joka projisoi R™:n vektorit matriisin X
p-ulotteiselle sarakeavaruudelle R (X).® Matriisi I,, — P on myos projektio. Se pro-
jisoi R™:n vektorit avaruuden R (X) ortogonaaliselle komplementille R (X)J‘, joka on
R™:n (n — p)-ulotteinen aliavaruus ja siséltéié vektorit, jotka ovat ortogonaalisia X:n
sarakkeita vastaan. PNS-estimoinnin tuloksena saatavassa hajotelmassa y =y + &
selitettdvin muuttujan vektori y tulee siis esitetyksi yksikésitteisesti kahden ortogo-
naalisen vektorin § € R (X) ja & € R (X)* summana (vrt. vastaava lineaarialgebran
kohtisuoria projektioita koskeva tulos).

2.1.2 PNS-estimointi ja selitysaste

Hieman toisenlainen nikokulma PNS-estimointiin saadaan hajottamalla selitettdvin
muuttujan vaihtelu kahteen osaan. Kun vaihtelua mitataan nelivsummalla, saadaan
vektorien ¥ ja € ortogonaalisuutta kiyttien

n
D V=YY =+ (7 +E) =Yy +ee
1=1

eli
2 ~ 112 ~12
IylI” = 1I311” + [1&]I" (2.5)

On intuitiivisesti selvii, ettd mallin antama selitys selitettéiviille muuttujalle on sité
'parempi’ mitd suurempi oikean puolen ensimmaéiinen termi on suhteessa vasemman

8Projektiomatriisi on médritelmén mukaan nelidmatriisi, joka on symmetrinen ja idempotentti eli
P toteuttaa chdot P’ = P = P? (= PP).



puolen termiin.? Seuraavassa tiit#i ideaa tarkastellaan lihemmin mallissa, jossa on
vakio.
Tarkastellaan siis malliyhtaloa

E=51+52$¢2+-~-+ﬁpxip+€i, 1=1,...,n.

Koska vakiota on vaikea ajatella 'varsinaisena’ selittéijénid, mitataan vaihtelua téssé
tapauksessa yleensi keskistettyji havaintoja kéyttéden (eli havainnot mitataan poikkea-
mina keskiarvostaan). Koska matriisin X ensimméinen sarake on nyt ykkosvektori
1,, on edelld johdetun yhtélon X’é = 0 perusteella 1/,& = &1 +--- + &, = 0. Tésti ja

yhtilostd (2.2) seuraa
1 & 1<
i=1 i=1

Maééaritelladn seuraavat késitteet:

Kokonaisneliosumma SST = >""  (y; — 7)?
Regressionelissumma  SSR = >~ (9; — y)?

Residuaalinelissumma SSE = Z

7,11

Kun mallissa on vakio, ndiden vililld on yhteys
SST = SSR + SSE.

Tamén perustelemiseksi todetaan ensin, ettd SST = >  y? — ny* (suora lasku)
ja y'y = 94+ SSE (ks. (2.5)). Niin ollen, SST = /9 — ngy>+ SSE, joten riittsii
todeta, ettd SSR = > """ | 97 — ny?. Tamé seuraa kuitenkin edelld todetusta seikasta
% ZZ‘L:1 ?jz =Y.

Maéaritellasin nyt mallin selitysaste
SSE  SSR

2
=1
R SST  SST’

jossa jalkimméinen yhtilo perustuu edelld todettuun identiteettiin. Koska SST, SSR
ja SSE ovat ei-negatiivisia on selitysasteella ominaisuus

0< R2<1.

Selitysaste ilmaistaan yleensd prosentteina eli sanotaan mallin selittéivin 100R%%
selitettéivin muuttujan havaintojen vaihtelusta. Jos SSE = 0, niin &; = 0 ja y; = ¥;
kaikilla ¢ = 1,...,n. Tallsin SST = SSR ja R? = 1 eli selitys on 100-prosenttinen.
Kun Yi = ﬁl + 623:Z + &;, tdmé merkitsee, ettd havainnot sijaitsevat tasossa suoralla
Yy = 61 + ﬂ2x Jos taas SSE = SST, niin R? = 0 ja mallin ’varsinaisilla’ selittzjills
x,...,Tp €l ole mitddn merkitystd y:td selitettdessd. Kéytdnnossd on tietenkin aina
0<R?2<1.

9Tdhén ’paremmuuteen’ on syytd suhtautua varauksin, silli mallin *hyvyyttd’ voidaan (ja on
syytidkin) mitata usein eri tavoin.
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Todetaan vield, ettd selitysasteelle pitee

2 .2
R —Tyg,

jossa ry; on selitettdvin muuttujan havaintojen y; ja sovitteiden ¢; (1,...,n) vélinen
otoskorrelaatiokerroin.!’ Tdmé& nihddin huomaamalla, ettd ryg voidaan kirjoittaa
_ (y — gln), (S’ — gln)

Hy - gln” ”S’ - gln”

vy

Sijoittamalla osoittajassa y = § + & ja kiiyttdmailla vektorien § ja & sekd 1, ja &
ortogonaalisuutta nihdddn, ettd osoittaja on yhtéd kuin ||y — §1n||2 = SSR. Koska
nimittéjd on médritelmien mukaan vSSTVSSR, saadaan r,; = /SSR/SST eli ha-
luttu tulos.

Koska R = /1 — SSE/SST ja SSE = ming (y — X3)' (y — X3), voidaan PNS-
estimointi tulkita edelli todetun mukaan siten, etti sovitteeksi valitaan se selit-
tdjien lineaarikombinaatio, jonka otoskorrelaatio selitettiviin muuttujan kanssa mak-
simoituu. Huomaa kuitenkin tulkinnan laskennallinen luonne. Koska havainnot eiviit
yleensé ole otos mistédén kiinteéistd populaatiosta, ei otoskorrelaatiokertoimella ryg
ole yleensd teoreettista vastinetta. Korostettakoon myos, ettd tdmé kuten muutkin
selitysasteeseen liittyvit tarkastelut olettavat mallin, jossa on vakio.

2.2 SU-estimointi satunnaisten selittijien tapauksessa

Joissakin tapauksissa selittdvien muuttujien olettaminen ei-satunnaisiksi kiinteiksi
luvuiksi saattaa tuntua rajoittavalta. Jos esimerkiksi halutaan selittéé kotitalouksien
sahkon kulutusta sdhkon hinnalla ja kotitalouksien reaalituloilla ja kiytettivissd on
aikasarja-aineisto, on selittdvii muuttujia vaikea ajatella ei-satunnaisiksi. Edell4 esi-
tetty kiinteiden selittéijien malli ja siithen perustuva SU-estimointi voidaan kuitenkin
perustella myos satunnaisten selittidjien tapauksessa seuraavasti.

Otetaan lihtokohdaksi malliyht&éls (ks. yhtdls (1.6) ja sitéd seuraava keskustelu,
s. 3)

Y=XB+e, e~N(0,0%,),

ja oletetaan, ettd satunnainen matriisi X toteuttaa ehdot
(a) X ||
(b) X:n todenniiksisyysjakauma ei riipu parametreista 3 ja o2.

Té4ssd satunnaismatriisin X todennékoisyysjakaumalla tarkoitetaan sen kaikkien alkioi-
den yhteistodennikoisyysjakaumaa, joka voidaan samaistaa niistd muodostetun npx1
ulotteisen satunnaisvektorin todennékéisyysjakauman kanssa.

Havainnoista u1, .., un ja v1,.., v, laskettu otoskorrelaatiokerroin on
>izi (ui — @) (vi — )
fuw = 2 2’
n — n —
VI (- )/ (v - 9)

jossa @ = (u1 + - - + un) /n ja U midritellidn vastaavasti.
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Uskottavuusfunktio on nyt johdettava muuttujien Y ja X yhteistodenniksisyys-
jakaumasta, jolla yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan seuraavassa olevan tiheysfunktio
fyx (y,X). Ehdollisen tiheysfunktion mééritelmén nojalla pitee

frx (v, X) = fx (X) fyx (v] X).

Tarkasteltavasta malliyhtélosté ja ehdosta (a) seuraa, ettéd fyx (y | X)on N (XB,0%1,)-
jakauman tiheysfunktio. Formaali perustelu sivuutetaan, mutta intuitiivisesti tdmé
on varsin ilmeisté, silld ehdollistaminen kiinnittéa X:n sen havaituksi arvoksi ja ehdon
(a) riippumattomuus takaa sen, ettei X:n kiinnittdminen vaikuta virhetermin e sa-
tunnaisvaihteluun. Néin ollen Y ehdolla X:n havaittu arvo jakautuu kuten kiinteiden
selittdjien tapauksessa. Koska ehdon (b) nojalla X:n tiheysfunktio ei riipu paramet-
reista 3 ja 02, se voidaan sisillyttis uskottavuusfunktion vakioon, jolloin pasdytisin
samaan uskottavuusfunktioon kuin aikaisemmassa kiinteiden selittéjien mallissa.

Ehtojen (a) ja (b) voimassa ollessa voidaan siis ehdollistaa satunnaisten selit-
tdjien saamien havaintoarvojen suhteen ja tulkita ne kiinteiksi luvuiksi. Erityisesti sil-
loin, kun mallia kiiytetéidn selitettdvien muuttujien vilisen riippuvuuden kuvaamiseen
(eli ’selittéimiseen’) tai selitettdvin muuttujan arvojen ennustamiseen tai kontrol-
loimiseen, ei selitettdvien muuttujien todennikoisyysjakaumasta olla vilttaméatta kiin-
nostuneita ja ehdollisen jakauman fyx (y | X) kiyttdminen on riittavi.

Pohdittaessa ehtojen (a) ja (b) paikkansapitdvyyttd kannattaa kiinnittéé huomiota
ehtoon (a), joka on looginen silloin, kun kausaalisuuden suunta on selittéivistd muuttu-
jista selitettdviin muuttujaan, mutta ei pdinvastoin. Jos kausaalisuus pétisi molem-
piin suuntiin, voitaisiin esimerkiksi tarkastella samanaikaisesti malliyhtiloita Y; =
B1+ BoXi + i ja X; = ag + Y + 1, jossa By # 0 # ag. Téllsin ehto X; || g; el
olisi selviistikéén looginen (eikd myoskddn Y; || n;). o

Ehto (a) rikkoontuu myos silloin, kun oikeiden selittijien asemesta joudutaan
kiyttdmédn (satunnaisia) mittausvirheitd siséltévid korvikkeita. Tarkastellaan esi-
merkiksi malliyht&lod

Yi = By + Bawi + i,

jossa B9 # 0 ja oikean selittdvin muuttujan x; asemesta havaitaan virheellisesti
Xi =z +m;,

jossa satunnaisella mittausvirheelld n; on ominaisuudet E (n;) = 0, Var (n,;) = cr% >0
ja nil g;. Malli, jossa selittdvind muuttujana on X;, perustetaan yhtdloon

Y; = 1+ B Xi + €,

jossa ¢f = g; — [Bon;. Tilloin oletus Xil ef ei ole voimassa, silld Cov (X, ef) =
E (Xie) = E(nie]) = —B2E(n}) = —Ba07 # 0.

2.3 SU-estimaattorien ominaisuudet

Tissi jaksossa tutkitaan SU-estimointia teoreettisesti, joten 3 = B (Y) ja 62 = 6% (Y)
tulkitaan satunnaisiksi suureiksi eli ne ovat estimaattoreita. Seuraava lause, jonka
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todistus esitetdin jakson lopussa, selvittdd nididen estimaattorien todennikoisyys-
jakaumat.

Lause 2.1. Tarkastellaan lineaarista mallia Y ~ N (X,@,O‘QIn), B e R, g2 >0,
jossa r(X) = p. Tallgin parametrien B ja o® SU-estimaattoreille B8 = (X’X)_IX’Y
ja 62 = =Ly - XB3) (Y — XJ3) pitee

(i) B~N(@B,*(XX)™)
(i) n6%/0? = (Y — XBY(Y — XB)/0* ~ 12,
(i) B | &%
Lausetta 2.1 voidaan kiyttda SU-estimaattorien ,B ja 62 ominaisuuksien tutkimiseen.
Kohdasta (i) nihdéén heti, ettd PNS-estimaattori 8 on harhaton. Estimaattori 62 ei

sen sijaan ole harhaton, sillé lauseen toisesta kohdasta seuraa E (62) (a Xn —p / n) =
(n — p) 0% /n. Parametrin 02 harhaton estimaattori on

1 n
82 —
=PI

jota kiytetiiin kiytinnossi SU-estimaattorin 62 asemesta.
Suoraviivaisella laskulla nihdiin, ettd parametrien 3 ja o2 Fisherin informaa-

. —2X'X 0
I(B’UZ): [U 0 n/204]'

tiomatriisi on

Laskelmien yksityiskohtaiset perustelut jétetédéin harjoitustehtéiviiksi (vasemman ylé-
kulman lohko johdettiin olennaisilta osin PNS-estimaattia B johdettaessa). Tilastol-
lisen péiittelyn kurssilla todetusta informaatioepédyhtdlon moniulotteisesta versiosta
voidaan nyt péételld, ettd parametrin B3 mille tahansa harhattomalle estimaatto-
rille 3 piitee Cov(,@) o?(X'X)"! > 0. Tisté ja Lauseesta 2.1(i) seuraa, ettd PNS-
estimaattori 8 on tiystehokas. Estimaattori S? ei sen sijaan ole tiystehokas, silld
Var(S5?) = Var(co? Xn_,p/n p) = 20%/ (n —p). (Sama pitee myds SU-estimaattorille
52.)

Todetaan seuraavaksi, etté estimaattorit 3 ja S? ovat tyhjentdvid. Kirjoittamalla
y— X3 = X(B —B) + & ja kilyttémilld matriisin X sarakkeiden ja residuaalivektorin
& ortogonaalisuutta (ks. (2.3), s. 9) néhdiin, ettd jaénnosnelissummafunktio

S(B) = (B- ﬂ)/X’ +&)(X(B-B)+8)
= (B B)X'X(B-pB)+¢&e (2.6)
= (B-B)X'X(B-B)+(n—p)s’.

Havaintojen yhteistiheysfunktiolle saadaan siten esitys
) 2\ _ 2\—"1/2 Lo~ INCINC (P 1 2
fY (yalaaa ) - (271—0 ) exp _ﬁ(ﬁ_ﬁ)xx(ﬁ_ﬁ)_ﬁ(n_p)s )
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misté seuraa faktorointikriteerin perusteella estimaattorien 3 ja S? tyhjentdavyys.!'!
Edells esitettyja tuloksia voidaan soveltaa riippumattoman normaalisen otoksen

malliin Y3,....Y, || , ¥ ~N (,u, 02) , (u € R, 0% > 0). Titd mallia on tarkasteltu

tilastollisen pésittelyn kurssilla ja osoitettu, ettsi parametrien p ja o SU-estimaatit

ovat
n

1 & 1
_ e a2 1 2
—nélyz ja o —HE (vi —9)°,
1=

=1

N

jotka saadaan myos helposti jaksossa 2.1 johdetuista yleisisté kaavoista. Tilastol-
lisen pédttelyn kurssilla todetun lisiksi voidaan Lauseen 2.1 ja edelld sanotun avulla
perustella myds estimaattorin 62 harhaisuus sekii otosvarianssin S? = né?/ (n — 1)
harhattomuus. Liséksi voidaan perustella otoskeskiarvon ja otosvarianssin riippumat-
tomuus seki tulos (n — 1) S?/a% ~ x2_;, joilla on keskeinen merkitys testattaessa
odotusarvoa pu koskevia hypoteeseja (tdhin palataan).

Kaiken kaikkiaan voidaan todeta, ettd estimaattorien B ja S? tilastolliset ominai-
suudet ovat erinomaiset. Mainittakoon, etté perinteisesti lineaarisen mallin teoriassa
néiden estimaattorien ominaisuuksia on tutkittu olettamatta havaintojen normaali-
suutta. Lauseen 2.1 todistuksesta nihdiin, ettd olettamalla pelkéstidin E(Y) = X3
ja Cov(Y) = 02I, saadaan tulokset E(3) = B ja Cov(B) = o2(X'X) . Lisiiksi
voidaan osoittaa, ettid jos ,[~3 on miké tahansa parametrin B harhaton ja lineaari-
nen (eli tyyppid AY oleva) estimaattori, niin Cov(3) — 02(X'/X) ™' > 0. Tami ns.
Gaussin ja Markovin lause sanoo siis, ettd PNS-estimaattori on aina (varianssikri-
teerin mielessél) paras lineaarinen harhaton estimaattori. Normaalisessa tapauksessa
PNS-estimaattori on SU-estimaattori ja paras kaikkien estimaattorien joukossa.

Lauseen 2.1 todistus: (i) Lineaarisen mallin oletuksesta seuraa, ettd E(Y) = X3
ja Cov (Y) = oI, joten tunnettuja tuloksia kiyttien saadaan (ks. Liite A.1)
EB) - E(X'X)'XY)
= (X'X)"'X’E(Y)
=B
ja
) = Cov((X'X)"'X'Y)
= (X'X)'X'Cov (Y)X(X'X) !
= S2XxX)

=

Cov(

Koska (p x m matriisin (X'X)_1X' aste on p ja) Y ~ N (X,@,U2In), on B multi-
normaalisen satunnaisvektorin Y (tdyttd riviastetta olevana) lineaarimuunnoksena
multinormaalinen (ks. Liite A.2.4).

(ii) Jaksossa 2.1.1 (ks. (2.4)) todetun mukaan & = (I, — P) Y, jossal,—P =1, —
X(X'X)"'X’ on projektiomatriisi, jolla on ominaisuus (I, — P)X = 0. Kiyttéien

al A

"Koska matriisi X’X on positiivisesti definiitti, scuraa hajotelmasta (2.6), ettd S(B8) > &'& ja
ettdi S (B) saavuttaa minimiarvonsa &g jos ja vain jos 8 = B. Tdmi on kolmas tapa nihdi, etti
PNS-estimaatti 3 todella minimoi jaddnnossnelissummafunktion S (3).
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yhtélod (1.6) (s. 3) voidaan ndin ollen kirjoittaa (I, —P)Y = (I, —P)e, joten
estimaattorin 62 médritelmid ja projektiomatriisien ominaisuuksia kiiyttéien saadaan
n ~92 1 ~l A 1 2
?U = p&'/&' = ;El (In — P) E v X'rz—p‘
Tissé viimeinen relaatio seuraa Liitteen A Lauseesta A.2 ja siité, ettd e ~ N (0, UQIn)
jar (L, — P) = n—p. Viimeksi mainittu seikka ndhd##n seuraavasta laskelmasta, jossa
tr (-) on asianomaisen neliomatriisin jilki:'?

r(l, -P) = tr(I,-P)
— tr(L,) —tr (X(X’X)_lx’)
- n—tr((X’X)*lX’X>
= n—tr(I)
= n-—p.
(iii) Koska projektiomatriisin ominaisarvot ovat nollia ja ykkdosid, on projektion
I, — P pidakseliesitys muotoa I, — P = RR/, jossa n x (n — p) matriisilla R on
ominaisuudet r(R) = n — p ja RR = I,_, (vrt. Lauseen A.2 todistus Liiteessi
A). Niin ollen 62 = n7Y’' (I, — P)Y = n"'Y'RR’Y, joten riittis osoittaa, etts
satunnaisvektorit R'Y ja 3 ovat riippumattomia.
Koska RR'’X = (I, —P)X =0 ja R'R = I,,_,, on R’X = 0. Néin ollen (ks.
Liite A.1),
Cov(R'Y,B) = Cov(R'Y,(X'X)"'X'Y)
= R/Cov(Y)X(X'X)™!
= OR'X(X'X)!
= 0,
jonka kolmannessa yhtélossi on jilleen kiiytetty oletusta Cov (Y) = o2I,,. Viite seu-
raa tistd, koska satunnaisvektoreilla R'Y ja 8 on multinormaalinen yhteisjakauma

ja multinormaalijakaumassa komponenttien korreloimattomuus on yhtépitdvia niiden
riippumattomuuden kanssa (ks. Liite A.2.3). Edellinen seikka n#hdéén kirjoittamalla

] Lo [ Y Yo n e

(ks. Liite A.2.4 ja huomaa, etté yhtilon oikealla puolella olevan matriisin rivit ovat
lineaarisesti riippumattomia).

2.4 SU-estimointi lineaarisin rajoittein

Tarkastellaan lineaarista mallia’ Y ~ N (XB, azln) , jossa tavanomaiseen tapaan r (X) =
p, mutta parametriavaruus ei ole kuten aikaisemmin, vaan parametrivektorin 3 kom-
ponenttien oletetaan toteuttavan lineaariset rajoitteet

AB =c, (2.7)

2 Jiljells eli diagonaalialkioiden summalla on ominaisuudet tr (A + B) = tr (A)+tr (B), tr (AB) =
tr (BA) ja tr (P) =r (P), kun P on projektio.
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jossa A (¢ x p) ja ¢ (¢ x 1) ovat tunnettuja ja r(A) = ¢. Tehtédviind on estimoida
parametrit 3 ja o2 ottaen nidméi rajoitteet huomioon. Parametriavaruus on niin
ollen {3 €RF: AB =c}, 0% > 0.

Tamén estimointiongelman ratkaisua tarvitaan myohemmin, kun tarkastellaan
yhtdlon (2.7) médrittdmén hypoteesin testaamista. Tyypillinen esimerkki saadaan
valitsemalla A = [0 I ] ja ¢ = 0, jolloin testattava hypoteesi on 3, , 4 = - =
B, = 0 eli viimeiset g selittdjad ovat mallissa tarpeettomia. Toisena esimerkkiné
mainittakoon §, ; = 3, joka saadaan valitsemalla A = [0 --- 0 1 —1] jac=0.
Téllainen hypoteesi voi seurata tutkittavan ilmion taustateoriasta.

Palautetaan mieleen jésinnosnelissummafunktio S (8) = (y — X8) (y — X8) ja
tarkastellaan log-uskottavuusfunktion

s

2.5\ — _ 1 2 _
1(B,0%y) = 210g0’ 55

maksimointia edelld kuvatussa tilanteessa. Tdmé johtaa parametrivektorin 3 osalta
jadnnosnelissummafunktion S (8) minimointiin ehdolla A3 =c. Jos ,B g on saatu
estimaatti (eli 3:n SU-estimaatti), néhdéén kuten jaksossa 2.1 (ks. s. 7), ettéd para-
metrin 02 SU-estimaatti on 6% = %S(B ). Jakson lopussa osoitetaan, ett#!?

By =B—XX)'TAAX'X) AN (AB —¢), (2.8)

jossa matriisin A (X'X) ' A’ epésingulaarisuus seuraa oletuksista r (A) = g jar (X) =
p. Laskemalla ndhdéén, ettd vaadittu rajoite ABH = c toteutuu.

Usein estimaatti ,E‘}H voidaan muodostaa yhtélon (2.8) yleistd kaavaa helpom-
min kirjoittamalla malli muotoon, jossa rajoitteet (2.7) otetaan suoraan huomioon.
Tarkastellaan esimerkiksi malliyhtéloé

Yi=p1xin+ -+ Bpxip +&i, i=1,..,n.

Jos nyt asetetaan rajoite 3, = 0, on By = [BHl e BHJ,_l 0], jossa BHJ, ey BHJ)_l
saadaan PNS:114 malliyhtélosta

Yi =B+ -+ Bpamipatei, i=1,..,n
Tami idea yleistyy seuraavasti. Tarkastellaan vaihtoehtoisia lineaarisia rajoitteita
B=Co+d (2.9)

jossa C on tunnettu astetta r oleva p x r matriisi, d on tunnettu p x 1 vektori ja
¢ € R" on tuntematon parametrivektori. Sijoittamalla oikea puoli malliyhtéloon (1.6)
saadaan

Y - Xd=(XC) ¢ +e,

13 Estimaatin ,@H lausekkeeseen voidaan péityd minimoimalla jasinnosnelissummafunktio S (8) La-
grangen kerroinmenettelyé kdyttden. Tallsin tehtdviind on minimoida funktio Q (8,A) = S(B) +
X (AB —c), jossa vektori A = [A1 --- \)' sisiltii Lagrangen kertoimet. Laskemalla derivaatat
Q (B, A) /08 ja 2Q (B, ) /OX ja ratkaisemalla yhtélot 0Q (8,A) /08 = 0 ja 9Q (B,A) /OX = 0

saadaan esitetty By :n lauseke.
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josta PNS:44 soveltaen saadaan ¢:n SU-estimaatiksi
é = (C'X'XC) ' C'X/ (y — Xd).

SU-estimaatin invarianssiominaisuuden nojalla saadaan siten ¢} 7= C(}) +d.

Rajoitteiden (2.9) tapauksessa voidaan PNS-estimointi suorittaa havainnollisem-
min kuin rajoitteiden (2.7) tapauksessa. Jélkimméiset ovat kuitenkin kitevid seu-
raavassa jaksossa tarkasteltavan testiteorian kannalta. Huomaa, ettd tyyppid (2.9)
olevat rajoitteet voidaan aina muuntaa tyyppié (2.7) oleviksi rajoitteiksi, sillé lineaari-
algebrasta tiedetddn, ettd matriisin C ollessa annettu, voidaan aina 16ytéé (p — r) X p
matriisi A, jolle pitee AC = 0 ja r(A) = p — r. Télloin rajoitteet (2.7) péteviit
valinnoilla ¢ = p — r ja c = Ad."

Tuloksen (2.8) perustelu. Kuten jaksossa 2.3 todettiin (ks. (2.6), s. 13), pétee
S(8)=5(B)+ (B~ B)X'X(B - P).
Hajotetaan oikean puolen jilkimméinen termi osiin:
B-BX'XB-B) = (:[:3 - ?H + By - 5)/?(/}(([3 N By + By — {3)
= (B —AﬁH)/X,X(,@ —ABHE +(By — B)X'X(By - B)
2By~ BXX(B-Bu) A
= (B-Br)X'X(B~Bp)+ By —B)XX(By — B).

Viimeksi esitetyn yht#dlon perustelemiseksi otetaan kidyttoon lyhennysmerkintd A =
(A(X'X) 1A~ (AB—c). Yhtils (2.8) voidaan siten kirjoittaa B—B; = (X'X) 'A’A
ja, koska ABy =c = A,

By —B)X'X(B—-PBy) =By —B)A'A=(c—c)A=0.
Edelld sanotusta seuraa
S(B)=S(B)+ (B—Bu)X'X(B-Bu)+ By —B)X'X(By — B),

josta néhd&in, ettd S (3) minimoituu tésmélleen silloin, kun oikean puolen viimeinen
termi minimoituu. Koska matriisi X’X on positiivisesti definiitti, t4mé termi on aina
ei-negatiivinen ja saavuttaa minimiarvonsa nolla jos ja vain jos 3 = 3.

Y Matriisin A riveiksi voidaan valita avaruuden R (C) ortogonaalisen komplementin R (C)*
(jotkin) kantavektorit. Talloin p = r(C) + r(A) = r +r(A), joten r (A) = p — r. Ilman perustelua
mainitaan kiifinteinen tulos, jonka mukaan tyyppié (2.7) olevat rajoitteet voidaan aina muuntaa
tyyppid (2.9) oleviksi rajoitteiksi.
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3 Hypoteesien testaaminen

3.1 F-testi yleiselle lineaariselle hypoteesille

Oletetaan edellisen jakson tapaan Y ~ N (X3,0%I,) (r(X) = p), ja tarkastellaan
nollahypoteesia
H:ApB=c, (3.1)

jossa A (¢ xp) ja c (g x1) ovat tunnettuja ja r(A) = q. Testi tille hypoteesille
on luontevaa perustaa erotukseen A3 — c, jossa 3 = (X’ X)_lX’ Y on parametrin 3
(vapaa) PNS-estimaattori tai yhtéipitévisti (vapaa) SU-estimaattori. Koska 3 estimoi
parametria 3 tehokkaasti riippumatta siitd onko nollahypoteesi tosi vai ei, piitee
aina AB —c~ AB — c. Erotus AB — c saa siten tyypillisesti 'pieni&d’ arvoja, kun
nollahypoteesi on tosi ja ’suuria’ arvoja, kun nollahypoteesi ei ole tosi. Lausetta 2.1
kdyttien voidaan johtaa testisuure, jonka avulla tdmén erotuksen suuruutta voidaan
arvioida. Néin saatava testi perustuu tilastollisen péittelyn kurssilla esitetyn Waldin
testin periaatteeseen.

Lauseen 2.1(i) nojalla B ~ N(B, % (X' X)_l), joten nollahypoteesin voimassa ol-
lessa (ks. Liite A.2.4)

AB —c~N(0,0%A (X'X) " A").
Tésté ja Liitteen A Lauseesta A.1 seuraa edelleen
(AB—c)(A(X'X) " A) Y AB - c) /o ~ 2.
Lauseesta 2.1 nihdéén puolestaan, ettéd

(n_p) 52/02 NX?’L—p ja 52 || Bv

jossa S2 = (n—p) ' (Y — XB) (Y — XA3). Edelld mainitut xy2-muuttujat ovat niin

ollen riippumattomia, joten F-jakauman méiritelm:in mukaan testisuure!®

F=(AB-c)(A(X'X) A Y AB—¢)/¢S* X Fpn

Tata testisuuretta sanotaan F-testisuureeksi ja sithen perustuvaa testid F-testiksi.
Suuret testisuureen arvot ovat kriittisid nollahypoteesin kannalta. Testin P-arvot
perustetaan tulokseen

P=Py(F(Y)>F(y)=P(Fpnyp>F(y),

jossa F, ,_, on F, ,_,-jakaumaa noudattava satunnaismuuttuja.

Edelld johdetun F-testin tulkinta Waldin testini seuraa siiti, ettéi s~2X’X esti-
moi parametrin B Fisherin informaatiomatriisia ja etti parametrien 3 ja o Fisherin
informaatiomatriisi on lohkodiagonaalinen (eli 3 ja 0% ovat ortogonaaliset).

Testisuure F' voidaan esittda myos kiyttien edellisessé jaksossa johdettua rajoitet-
tua PNS-estimaattoria [3 - Huomataan ensin, etté

S(B)=S(B)+ (B - B)X'X(B - B)

% B, mm-jakauman (vapausastein k ja m) méirittelee satunnaismuuttuja mx2 /kx?2,, jossa x2 || x2,.
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kuten jaksossa 2.3 todettiin (ks. (2.6), s. 13). Sijoittamalla téhén B:m paikalle By
saadaan

S(By)—S(B) = (B—By)X'X(B-By)
— (AB-0o)(A(X'X)"A)(AB <),

jossa jialkimmaéinen yhtilo seuraa rajoitetun PNS-estimaattorin B 17 lausekkeesta (2.8)
suoralla laskulla. Koska S? = (n — p)~' S(83), voidaan niin ollen kirjoittaa

(SBy) =SBN/a 1 p,
S(B)/ (n—p) e

Tamén perusteella testisuure F' asettaa nollahypoteesin epéilyksen alaiseksi, jos ra-
joitettu residuaalinelicsumma S(35) = (Y — XBg) (Y — XBg) on ’kohtuuttoman
paljon’ suurempi kuin vapaa residuaalinelissumma S(3) = (Y —X3)'(Y —X3). Téamii
on residuaalien tulkinta huomioon ottaen luonnollista. Tarkasteltavasta tapauksesta
riippuu kumpi edellé esitetyistd kahdesta testisuureen lausekkeesta on kitevampi.
(Sovelluksissa tietokoneohjelma tietysti laskee testisuureen arvon automaattisesti.)

Edelld johdetusta tuloksesta voidaan myos pédtelld, ettd F'-testi on identtinen
uskottavuusosaméiirin testin kanssa. Koska 6% = n*IS(B) ja 6% = n*IS(BH), on
uskottavuusosaméaérin testisuure

r(y) = 2[UB,6%y) 1B, 6% v)]

n N n n “ n

(B =S(B)
B 1g( S +Q

= nlog( q F—l—l).
n—p

Testisuure r (y) on siis monotoninen funktio F-testisuureesta, joten molemmat testi-
suureet méédrittelevit saman testin. Ilman perustelua mainitaan, ettd myds Raon
testisuure ja F-testisuure méirittelevit saman testin.

3.2 F-testin erikoistapauksia

Sovelletaan nyt edelld johdettua F-testid kahteen erikoistapaukseen. Ensimméisessi
malli perustuu yht#loon

Yi=p1+Bomiza + -+ Bprip tei, 1=1,..,m,
jossa ns. yleistesti koskee nollahypoteesia
H:By=---=8,=0 eli [0 I,_1]3=0.

Téamén nollahypoteesin voimassa ollessa kaikki selittdjiat vakiota lukuun ottamatta
ovat turhia. Tissé tapauksessa testi on kiiteviid esittéé kiyttien F-testisuureen resi-
duaalinelivsummaesitystd. Koska nollahypoteesin voimassa ollessa’Y ~ N (ﬁl 1,, 02In) ,
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saadaan rajoitetuksi PNS-estimaattoriksi BH = [17 0--- 0]’ (17 =n 1Y 0, Y;),
joten
SBy) = (Y -Y1,) (Y-Y1,) =YY —nV%
Vapaa residuaalinelissumma voidaan (halutessa) kirjoittaa (ks. (2.3), s. 9)
S(B) = (Y -XB) (Y -XB) = Y'Y - BX'Y.
Testisuureeksi saadaan siis
(BX'Y —nV?)/(p-1) 1

F= ~ 2 Fptnp
(Y'Y - BX'Y)/(n—p)

Yksittdaista selittdjid koskevassa testissd nollahypoteesina on

(Tassé el vilttamittéd ole endd z;1 = 1, ¢ = 1,...,n.) Tdmi nollahypoteesi merkit-
see, ettd muiden selittédjien ollessa mallissa tutkitaan onko selittdjan x; lisé&minen
tarpeen. Testattaessa oletetaan siis, ettd muut kertoimet (8, k # j, saavat poiketa
nollasta.

Merkitégn 8 = [3y --- 3,] ja

(X'X) =M= [m“b} Cab=1,..p.

Valitsemalla A = [0 --- 0 1 0 --- 0], jossa ykkonen on j. komponentti, ja ¢ = 0
néhdédén, ettd nollahypoteesi on vaadittua lineaarista muotoa ja ettd A8 —c = f;
seki 2 ..

(AB—c)(A (X'X) " A)HAB —c) = 3 /mP.
F-testisuureen ensimmaisesté lausekkeesta saadaan niin ollen

~92 .
F=3;/8*m# & Fiy,

jossa jilleen S2 = (n —p)~ ' (Y — XB) (Y — X2).
Jos Z ~ N(0,1) ja Z || x3, niin tunnetusti T}, = Z/ X2 ~ t), (t-jakauma

vapausastein k) ja T,f ~ Fy 1. Nollahypoteesia voidaan siis testata myos testisuureella
T=t(Y)=p3;/sVmii L t,_,.
Tamén testin P-arvot perustetaan tulokseen

P =Pp; ([t(Y)| > t(y) =P (Tuypl >t (y)),

jossa satunnaismuuttuja T5,_, ~ t,_,. Téssd vaihtoehdon ajatellaan olevan kaksi-
suuntainen eli §; # 0. Yksisuuntaisen vaihtoehdon 3, > 0 [tai B < ()] tapauksessa
p-arvot lasketaan kaavalla P (T,,—, > t(y)) [tai P (T,—p < t(y))].

Kaytannossa kiytetidin yleensi t-testisuuretta ja laaditaan esimerkiksi seuraavan-
lainen taulukko, jollaisen tietokoneohjelmat tulostavat automaattisesti. (Taulukossa
Bj:n keskivirhe = ,@’j:n estimoitu hajonta.)
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Parametri Estimaatti Keskivirhe t-suhde

B1 By svmtl By /svV'm11
Bp BI, sv/mpp Bp/sdmpp

Toinen yleinen tapa esittdi tulokset on kirjoittaa estimoitu malliyhtilo
yi= B ma+o+ Bp Tip+ &y 82 =,
(s.e(B1)) (s.e(B,))

jossa s.e.(B ;) on ¢ ;n keskivirhe (standard error). Keskivirheen paikalla nikee kiytet-
tdvin myos t-suhdetta eikd havaintoyksikkod ¢ vilttamétta merkita nikyviin.

On térkedd huomata, ettd testattaessa useita hypoteeseja H; eivit kiytetyt testi-
suureet ole yleensd riippumattomia. Tiamé vaikeuttaa nédin saatavan ’'yhdistetyn’
testin P-arvon laskemista ja siten johtopéitosten tekoa.

Kun mallissa on vakio (eli z;; = 1, i = 1,..,n), ei yksittdisid hypoteeseja H;
kannata ilmeisestikdén tutkia, ellei yleishypoteesia 8, = --- = 3, = 0 ole hylatty
(vakiotermii ei yleensi testata tilastollisella testilld, vaan sen oletetaan olevan mallissa
mukana; vrt. selitysaste ja sen tulkinnat s. 10). Yksittéisten testien riippuvuus saat-
taa kuitenkin aiheuttaa sen, etté yleishypoteesi on hyldttiavi, vaikka kaikki yksittiiset
hypoteesit jéidvit voimaan.

Jos joitakin hypoteeseja H; ei hylédté, niin vastaavat selittéjét ovat mallissa turhia.
Selittéjien poistaminen ei ole kuitenkaan yksiselitteistd, silld selittéjdadn x; liittyvan
t-suhteen saama arvo riippuu (yleensd) siitd mitd muita selittéjid mallissa on. Jos
selittédjid poistetaan t-suhteiden perusteella, voidaan siten péityé eri malleihin riip-
puen siitd, missé jarjestyksessd hypoteeseja H; testataan.

Viimeksi tarkastellusta testistd saadaan erikoistapauksena testi hypoteesille u =
o riippumattoman normaalisen otoksen mallissa Yi,....Y, || , Y; ~ N (,LL,JQ),
(p € R, 0% > 0). Koska tiissii tapauksessa X = 1,, A = 1 ja ¢ = p, saadaan
X'X = n ja edelleen t-testisuure

= H
\/E(Y - IU’O) /S ~ tn—lu
jossa nyt S? = ﬁ Yoy (YZ — 17)2 . Tam4 perustelee tilastollisen péittelyn kurssilla

tihiin tilanteeseen esitetyn testin. Huomaa tuloksen Y | S? merkitys testisuureen
jakauman johtamisessa.
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4 Luottamusvilien ja -joukkojen muodostaminen

4.1 Luottamusvailit

Kuten edellisessé jaksossakin oletetaan, ettd Y ~ N (X,B, oQIn) (r(X) = p). Tyypil-
lisin esimerkki téméin jakson yleisestd otsikosta koskee luottamusvilien muodostamista
parametrivektorin 3 yksittiisille komponentille 3, (1 < j < p). Seuraavassa luot-
tamusvili johdetaan hieman yleisemmin tarkastelemalla parametrivektorin 3 line-
aarikombinaatiota a’'8 = a1, + -+ + apf,, jossa a (p x 1) on tunnettu (nollasta
poikkeava) vektori. Valitsemallaa’=[0 --- 0 1 0 --- 0], jossa ykkonen on j. kom-
ponentti, saadaan a’3 = 3 - Seuraavassa muita tyypillisid erikoistapauksia.

-a = [w{ :E;;] , jolloin a’B = fyz] + --- 4+ B,r; = Y odotusarvo, kun
selittéville muuttujille annetaan arvot z7, ..., x;,

- odotusarvojen erotus p; — py kahden riippumattoman normaalisen otoksen
mallissa on my6s tyyppid a’(3 samoin kuin vastaavat erotukset Wi — (j #k)
eli ns. kontrastit yleisemmiissé yksisuuntaisessa varianssianalyysimallissa (ks.

jakso 1.3)

Kuten tilastollisen péittelyn kurssilla todetaan, voidaan luottamusvileji muo-
dostaa testien avulla. Téatd menettelyé kilytetiddn seuraavassa.
Tarkastellaan ensin edellisessé jaksossa johdettua F-testid nollahypoteesille

H:aB=a, & a'(8-pB) =0,
jossa By (p x 1) on tunnettu. Testisuureeksi saadaan (ks. s. 18)
F= (B — Bo)'a(@’ (X/X)_ a)flal(B — Bo)/S?
- 2 _
= 2B~ 8y)| /5% (X'X)'a

H
~ Fl,nfpa

1

jossa aikaisempaan tapaan 8 = (X'X)'X'Y ja $2 = (n — p) ' (Y — XB3) (Y — X3).
Kuten edellisessd jaksossa tarkastellun hypoteesin H; tapauksessa néhdéén, ettd F-
testisuureen asemesta voidaan kiyttia t-testisuuretta

a'B—a',BO H

Sy/a' (X'X) ta

b p.

Kun vaihtoehtona on a’3 # a’3,, saadaan kriittiseksi alueeksi merkitsevyystasolla a

I ,B — a’ﬂo
Ca aﬁ ) =3Y: a > tn— (a/2) 5
(%o sy/a’ (X'X) 'a ’

jossa P (|T,—p| > th—p (@/2)) = a. Vastaava hyviksymisalue muodostuu aineistoista,
joille pétee

a3 —af,
sy/a’ (X'X) 'a
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tai yhtéapitavisti

a'B—t, p(a)2)s\/a (X'X) Fa<aBy<aB+t,,()2)s\/a (X' X) " a

Téami vili peittidé lineaarikombinaation a’3 jos ja vain jos y ¢ C, (a'3,). Koska
kaikilla 3, ja o2 pitee

Pgyo2 (Y ¢ Co (a'Bg)) = Pg, 02 (ITnpl < tnp(a/2)) =1—a,

on lineaarikombinaation a’@3 luottamusvili luottamustasolla 1 — «

aB+t, ,(a/2)s\/a (X'X) ' a.

Huomaa, etté Var(a'3) = a’Cov(B)a = o2a’ (X'X) " a (Lause 2.1(i)), joten edells

sy/a’ (X'X) ! a on estimaattorin a’3 keskivirhe. Jos erityisesti /8 = B;, saadaan
luottamusvili

Bj Etn—p (a/2) sVmMII,

jossa m/J = [(X’X)_l} ~ on matriisin (X’X)™! j. diagonaalialkio.

Tapauksessa a’3 = ]ﬁjlx’{ + -+ Bpzy, on syytd huomata, ettd kiinnostuksen koh-
teena on satunnaismuuttujan Y odotusarvo, kun selittiville muuttujille annetaan
arvot z7,...,z,. Jos tarkastellaan satunnaismuuttujaa Y = 27 + -+ + Bpz, + €7,
jossa * ~ N (0, 02) , ja halutaan ennustaa sen arvoa, ei edelli esitettyd menettelyé
soveltaen saada oikeaa ennusteen luottamusvilid, koska satunnaismuuttujan £* vaiku-
tus ei tule huomioon otetuksi. Tédmén ongelman ratkaisu vaatii oman menettelynsé.

On myos syytd huomata, ettéd edelld esitetty pétee vain yksittédisen lineaarikombi-
naation a’@3 luottamusvilille. Jos luottamusvilit muodostetaan usealle lineaarikom-
binaatiolle a},@, j =1,..., k, niin todennikoisyys, etti kaikki luottamusvilit peittéi-
siviit samanaikaisesti vastaavien lineaarikombinaatioiden todelliset arvot e: ole 1 — a.
Téamén toteamiseksi merkitéiin

E; = {a; B3 sisdltyy luottamusviiliinsﬁi} .

Olkoon Ef témén tapahtuman komplementti (j = 1,...,k). Jos P (Ej) = 1 — a;, niin

P(niky) = 1-P((nE)))

= 1-P <U§:1E§>
k
> 1= P(E)
j=1
k
= 1 — Z Oéj.
j=1

Jos erityisesti j = o, j = 1, ..., k, niin

P(M_iE;) 21~ ka
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(vrt. edellisen jakson lopussa tehty huomautus yksittéisten ¢-testien P-arvojen laskemi-
sesta).

Valitsemalla «; = o/k voidaan luottamusvilit muodostaa kaikille lineaarikombi-
naatioille a},@ kuten edells esitettiin. Luottamustasoa ei kuitenkaan saada lasketuksi
tarkasti, silld edellé todetusta saadaan vain epéyhtilo

P (mg?:lEj) >1-kla/k)=1-a,

joka on yleensd aito. Korvaamalla tdmé epédyhtilo yhtélolla saadaan ns. Bonfer-
ronin t-vdlit. Tamé on helppo ratkaisu usean samanaikaisen luottamusvilin muo-
dostamisongelmalle, mutta johtaa hyvin leveisiin (epdinformatiivisiin) luottamusviilei-
hin, jos k on suuri. Muita ratkaisuja ovat ns. suurimman absoluuttisen t-suhteen
menetelmd ja Scheffen S-menetelmd.

4.2 Luottamusjoukot

Esimerkkiné luottamusjoukoista johdetaan luottamusjoukko parametrivektorille 3
kokonaisuudessaan. Lihtokohdaksi otetaan testi nollahypoteesille H : 3 = 3, jossa
By on annettu p x 1 vektori. Valitsemalla A = I, ja ¢ = B, nihddin, ettd timi
nollahypoteesi on tyyppid A3 = c. F-testisuureeksi saadaan (ks. s. 18)

F=(B-By)X'X(B-By)/pS*> % Fypp,

jossa merkinnét ovat kuten aikaisemmin. Jos F), ,—p, (o) on reaaliluku, joka toteuttaa

P(Fyn—p > Fpn_p(a)) = a, niin edelld todetun perusteella pitee kaikilla 3 ja o2

Payor (B~ Bo) X'X(B = By) [pS? < Fynp(0)) =1 a.

Parametrivektorin 8 luottamusjoukko luottamustasolla 1 — & on néin ollen
{BeR: (B-BYX'X(B - B)/ps* < Fynp(a)}.

Sen rajoittama pinta on RP:n ellipsoidi, jonka keskipiste on B ja muodon mé&arai
matriisi X’X. Tapauksessa p = 2 tilanne on oheisen kuvan kaltainen. Jos p > 2,
on luottamusellipsoidien hahmottaminen hankalaa. Projektiot koordinaattiakseleille
auttavat vain rajoitetusti, silld esimerkiksi kuvan piste (7.5, 2.5) kuuluu yksiulotteisiin
luottamusviileihin, mutta ei luottamusjoukkoon. Tiaméi havainnollistaa myos sité,
miké tekee useita parametrivektorin 3 komponentteja koskevien luottamusvilien tai
t-testien muodostamisen hankalaksi.
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Kuva 4.1. Parametrivektorin 3 = (5, 35) luottamusellipsi. PNS-estimaatti [3 =
(5,5).

Samaan tapaan kuin edelld (1&htemélls esimerkiksi nollahypoteesista H : [0 1| 3 =
By) voidaan muodostaa luottamusjoukkoja myos B:n osavektoreille.
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5 Empiirinen esimerkki

5.1 Aineisto ja tutkimusongelma

Eriidssi kokeessa tutkittiin uuden ruokavalion vaikutusta vastasyntyneiden karitso-
jen painon nousuun. Koetta varten valittiin satunnaisesti 22 karitsaa. Niistd 11
muodosti koeryhmin, jota ruokittiin uutta ruokavaliota noudattaen, ja toiset 11
muodostivat kontrolliryhmiéin, jota ruokittiin vanhan ruokavalion mukaan. Kunkin
karitsan painon nousu koeajalta mitattiin (selitettdvi muuttuja, mitattu nauloissa).
Selittéiviksi muuttujaksi valittiin koeajan pituus, koska se ei ollut vakio ja vaikut-
taa ilmeisesti koeajalla havaittavaan painon nousuun. Koeryhmaissi koeajan pituus
vaihteli 50 paivistd 90 péividn ja kontrolliryhmiisséd 54 péivistd 83 paiviian. Kéytet-
tdvissi oleva aineisto on esitetty graafisesti oheisessa kuvassa, johon on piirretty myos
PNS-menetelmilli estimoidut regressiosuorat, jotka on saatu selittémailld kummas-
sakin ryhmiissé erikseen karitsojen painon nousua (y) koeajan pituudella (x). Vas-
taavien mallien estimointitulokset ovat seuraavat.

Koeryhma: yi= 064+ 053 x;+&, i=1,..,11, s?=>5098
(4.68)  (0.064)
Kontrolliryhmé: yi= —2580+ 0.75z; +&;, i=12,..,22, s3=12.23.
(9.78) (0.13)

Huomaa, etté tdsséd lineaarinen malli on ajateltava lokaalina approksimaationa,
sillé se ei voi toimia, jos selittédvin muuttujan arvot kasvavat kovin suuriksi. Tarkastel-
tavien selittdvien muuttujien havaintoarvojen tapauksessa lineaarisuusoletus nayttas
kuvan perusteella kuitenkin toimivan kohtuullisen hyvin.

Ensimmaéinen kiinnostava kysymys koskee esitettyjen regressiosuorien yhdensuun-
taisuutta eli voidaanko estimaattien 0.53 ja 0.75 vélinen ero tulkita pelkistéiin satun-
naisvaihtelusta johtuvaksi. Jos voidaan, on ruokavalion vaikutuksen mahdollinen ero
riippumaton ruokinta-ajan pituudesta, jolloin regressiosuorien vakioiden ero mittaa
sité kaikilla selittdvin muuttujan arvoilla. Jos regressiosuoria voidaan pitdid yhden-
suuntaisina, on seuraava kiinnostava kysymys néin ollen voidaanko regressiosuorien
vakioiden 0.64 ja -25.80 ero tulkita pelkistéddn satunnaisvaihtelusta johtuvaksi.

Edelld esitettyjen kysymysten tutkiminen perustetaan lineaariseen malliin

Y (1 0 21 O €1
; . ) o )
Y11 1 0 =1 O o2 €11
= + , 5.1
Yio 01 0 =2 1 €12 (5:1)
: Do : : T2 :
| Yoo | | 01 0 w92 | | €22 |

jossa €1, ..., €99 ovat riippumattomia, €; ~ N (O, 02) ja parametriavaruus méaritelldsan
kuten aikaisemminkin. Koska téssé selittéjimatriisin ensimméinen ja kolmas sarake
ovat ortogonaaliset toista ja neljitté saraketta vastaan, seuraa PNS-estimaatin lausek-
keesta, ettd PNS-estimointi tuottaa edelli esitetyt kaksi regressiosuoraa eli &1 = 0.64,
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Kuva 5.1. Karitsojen painonnousuun (y) ja koeajan pituuteen (x) liittyvé aineisto
koeryhmén (nelitt) ja kontrolliryhmén (ympyrit) mukaan luokiteltuna sekd kum-
mallekin ryhmille PNS-menetelmélld estimoidut regressiosuorat

41 = 0.53, & = —25.80 ja 49 = 0.75. Virhevarianssiestimaatteja saadaan tietenkin
vain yksi s> = 9.10. (Huomaa, etti edelli esitetyt keskivirheet perustuvat eri virhe-
varianssiestimaatteihin.) 31222%5 = 25.797 % = 0.643 34

Ensimmaéinen kiinnostava hypoteesi mallissa (5.1) on siis v; = 74 ja, jos se jii
voimaan, testataan hypoteesia oy = ag. Ennen testaamista on kuitenkin syyta tutkia

ovatko mallista tehdyt oletukset realistiset.

5.2 Mallin oletusten tarkistaminen

Koska kysymyksessd on satunnaisotanta, ei havaintojen tai virheiden riippumat-
tomuusoletusta ole syytéd epdilld, mutta normaalisuusoletuksen perusteleminen on
vaikeampaa. Seuraavassa tarkastellaan ensin aivan yleisesti miten normaalisuusole-
tuksen realistisuutta voidaan tutkia.

Aikaisemmin on todettu, ettd residuaalivektorilla & =y — XB on esitys

jossa P = [pi;] = X (X'X)" X’ on projektio (ks. jakso 2.1.1, yht&ls (2.4)). Téaméin
yhtdlon ja Liitteen A.1 laskusééntojen avulla voidaan todeta, ettéd vastaavalle satun-
naisvektorille pétee

E()=0 ja Cov(d)=c*1,—P)

(yksityiskohdat jitetisin tehtiviksi). Koska Cov (8) # oI, (= Cov (g)), ovat residu-
aalit siis oikeankin mallin kyseessé ollessa korreloituneita ja niiden varianssit vaihtele-
vat havaintoyksikosté toiseen (jélkimmiéistd ominaisuutta nimitetééin heteroskedasti-
suudeksi). Liséksi, jos normaalisuusoletus pétee, noudattaa residuaalivektori singu-
laarista normaalijakaumaa (r (Cov (¢)) = r (I, — P) = n — p, ks. Lauseen 2.1(ii)
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Kuva 5.2. Mallin (5.1) jirjestetyt standardoidut residuaalit arvoja ®~1((i — 0.5) /n)
(1 =1,...,22) vastaan eli ns. normaalipaperipiirros (normal probability plot tai nor-

mal QQ plot).

todistus jaksossa 2.3).

Tutkittaessa virheiden €; normaalisuusoletuksen paikkansapitdvyytté residuaalien
avulla, on residuaalit edelld sanotun perusteella jérkevid standardoida varianssiltaan
yhtisuuriksi. Koska Var (8;) = 02(1 — pi;), on standardoidut residuaalit luontevaa

maédritellda yhtalolla
r, = éi/S\/ 1 — Pii-

Normaalijakauman ollessa oikea pétee approksimaatio Var (r;) ~ 1.

Virheiden normaalisuutta voidaan tutkia vertaamalla standardoitujen residuaalien
jakaumaa normaalijakaumaan ns. kvantiilifunktiota kdyttéden. Siind piirretdéin pis-
tekuvio, jonka toiselle akselille piirretéisin arvot ®~1((i —0.5) /n) (i = 1,..,n), jossa
&1 on N (0, 1)-jakauman kertymifunktion kiinteisfunktio, ja toiselle akselille suu-
ruusjérjestykseen jérjestetyt standardoidut residuaalit rgy < 7@y < -+ < 1.
Jos mallin oletukset ja erityisesti normaalisuusoletus pitéiviit paikkansa, asettuvat
kuvan pisteet suunnilleen origon kautta kulkevalle suoralle, jonka kulmakerroin on
45°. Tarkasteltavassa esimerkissé jérjestetyt standardoidut residuaalit 7(;) piirretdén
vaaka-akselille ja arvot ®~1((i — 0.5) /n) pystyakselille, mutta myos toisin péin piir-
rettyjé kuvioita nikee kiytettivin.

Kuvaan 5.2 on piirretty edelld kuvattu pistekuvio, jonka mukaan selvié poikkea-
maa normaalisuudesta ei ole havaittavissa. Koska havainnot ovat periisin kahdesta
eri ryhmésté, tutkitaan liséiksi ovatko havaintojen tai yhtépitévisti virheiden vari-
anssit samat molemmissa ryhmissid. Jos néin ei ole, ei malli (5.1) toteuta asetettuja
oletuksia eiké lineaarisen mallin F'-testi ole pétevi.

Koska virheiden riippumattomuusoletusta ei ole syyté epiilld, voidaan molem-
mille ryhmille estimoituja malleja tarkastella erikseen ja piételld, ettd virhevari-
anssiestimaattoreille pitee S? | S2. Koska normaalisuusoletuskin todettiin rea-

listiseksi, voidaan Lauseesta 2.1(ii) péételld edelleen, etté vakiovarianssihypoteesin
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voimassa ollessa 57 /53 ~ $x3/&x3 ~ Fo 9. Tamén suhteen havaituksi arvoksi saadaan
s?/s% = 5.98/12.23 = 0.49 ja, koska P (Fyg < 0.49) = 0.15, ei estimaattien s? ja s3
ero ole hilyttdvin suuri.

Edelld esitettyjen tarkastelujen perusteella voidaan mallia (5.1) kdyttdd hypo-
teesien testaamiseen.

5.3 Tilastollinen analyysi

Tarkastellaan nyt nollahypoteesin v; = 5 testaamista mallissa (5.1). Tamén hypo-
teesin voimassa ollessa malliyhtélostéd (5.1) tulee

Y (10 o €1
I o
YH 1 0 T11 €11
= « + , 5.2
Yio 0 1 =z 2 €12 ( )
.. v
| Yoo | | 0 1 @99 | | €22 |

jossa v = v, = v5. PNS-estimointi tuotti tuloksen

(4.98)

B 9.06693;7;%@-, i=1,..,22, s?>=09.76,

(0.067)

jossa dj1 ja d;o viittaavat malliyhtélon (5.2) selittédjimatriisin ensimméiseen ja toiseen
sarakkeeseen. Mallien (5.1) ja (5.2) estimointitulosten perusteella saadaan F-testisuu-
reen arvoksi (ks. jakso 3.1, s. 19)

19 x 9.76 — 18 x 9.10) /1

Pl
9.10

=2.37.

Vastaavaksi P-arvoksi tulee
p =P (Fl’lg > 237) = 014,

joten painavaa niyttod nollahypoteesia vastaan ei ole.

Mallin (5.2) estimointituloksista saadaan koeryhmalle ja kontrolliryhmélle regres-
siosuorat y = —4.30 + 0.60z (koeryhmd) ja y = —15.12 + 0.60z (kontrolliryhm),
jotka on piirretty Kuvaan 5.3 yhdessé aineiston kanssa.

Toisena testattavana hypoteesina on a; = a9, jonka tutkiminen perustetaan
malliin (5.2). Tdmé&n hypoteesin voimassa ollessa malliyhtiloksi saadaan Y; = a +
vr; +¢€i, 1 =1,...,22, jossa @ = a1 = ay. PNS-estimointi tuotti tuloksen

yi= —9.714 0.60x; +&;, i=1,..,22, s>=41.46.
(10.16)  (0.14)

Vastaava regressiosuora asettuu Kuvan 5.3 regressiosuorien viliin. Halutun F-testisuu-
reen arvoksi saadaan

b (20 41.469—729 X 9T6) /1 ooon
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Kuva 5.3. Kuvan 5.1 aineistoon piirretyt mallin (5.2) estimointituloksiin perustuvat
samansuuntaiset regressiosuorat.

joka on niin suuri, ettd vastaava p-arvo P = P (F} 19 > 65.97) ~ 0. Nollahypoteesi on
siis syyté hylata.

Jos karitsojen nopeaa painon nousua pidetéddn tavoiteltavana, osoittaa saatu tu-
los, ettd uusi ruokavalio on systemaattisesti vanhaa parempi, silld sen paremmuus ei
riipu (tarkasteltujen) ruokinta-aikojen pituuksista. Silld, millaisia tulkinnallisia seu-
raamuksia regressiosuorien leikkaamisella tai yleisemmin kaltevuuksien erolla olisi,
jitetdin pohdittavaksi.

Verrattaessa vanhan ja uuden ruokavalion eroa on kiinnostava parametri (mallissa
(5.2)) a1 — aw, jolle on aiheellista muodostaa luottamusvili. Jaksossa 4.1 esitetty
yleinen menettely soveltuu valinnalla a’ = [1 —1 0]. Luottamusvilid varten laske-

taan
syv/a (X'X)ta=177 ja &g —dp=—4.30+15.12 = 10.82.
Koska t19 (0.05/2) = 2.09, saadaan 95%:n luottamusviiliksi
10.82 —2.09 x 1.77 < a1 — g < 10.82 4 2.09 x 1.77

eli
7.12 < a1 — ag < 14.52.

Toisin sanoen, kun ruokinta-ajan pituus on n. 50 - 90 piivii, voidaan uudella
ruokavaliolla odottaa padstiavin 95%:n varmuudella n. 7 - 14.5 naulaa suurempaan
karitsan painonnousuun kuin vanhalla ruokavaliolla.
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6 Varianssianalyysia

6.1 Yksisuuntainen varianssianalyysi

Kuten jaksossa 1.3 mainittiin, tarkastellaan yksisuuntaisessa varianssianalyysissa p:té

ryhméé ja niisté satunnaisotannalla poimittuja havaintoja. Mielenkiinnon kohteena
on ryhmien odotusarvojen mahdolliset erot. Asetelma on kaaviona

Havainnot Keskiarvot
Ryhmé 1 Y11, Y125 - Ying U1
Ryhmaé 2 Y21, Y225 - Y2no U2
Ryhma p  yp1, Yp2s - Ypn, Up

jossa y; = (yjl + -+ yjnj) /nj (j=1,...,p).
Tilastollista mallia varten oletetaan, ettd havaintoja vastaavat satunnaismuuttu-
jat Y11, .., Yiny, Yo1, ., Yony, oo Yp1, oy Yy, Ovat riippumattomia ja Yj; ~ N (,uj,02)

tai yhtépitivisti, ettd

Yji = p; + €jis

1=1,...,n4, j=1,..,p,

jossa satunnaismuuttujat €;; ~ N (0, 02) ovat riippumattomia ja p; € R. Kéyttéen

matriisimerkint6ji saadaan yhtilo

Y11 1

Y1:m 1

Yo1

Vo | — | 0

Y;l 0
] Lo

0

0 €11

0 €1ng
Oy €21

2%
0 . 4+ | €2ns ,
L Hp |
1 Epl
1] L €pn,

josta ndhdaén, ettd kysymyksessé on lineaarisen mallin erikoistapaus. Mielenkiinnon

kohteena on nollahypoteesi

H:/’Ll:'”::u’pv
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joka voidaan lausua my6s muodossa p; — p1, = pg — fi, = =+ = p,_1 — p, = 0 tai
matriisein

10 0 oo or —1 [iq 0
01 0 - - —1 Lo 0
|0 0 O T =111 pp | | 0 |

Nollahypoteesi on siis lineaarista muotoa Ap = 0, jossa A on (p — 1) X p matriisi ja
r(A)=p—1.

Edelléd sanotun perusteella voidaan nollahypoteesia testata jaksossa 3.1 esitetylla
F-testill, jota varten johdetaan vapaa residuaalinelissumma S (u) ja rajoitettu resid-
uaalinelivsumma S (p7) . Edellinen saadaan (esimerkiksi) minimoimalla jéénnosnelis-

sumina
p 1y 9
= Z Z (wji — Mj)

j=1i=1

Asettamalla derivaatta p;:n suhteen nollaksi saadaan yhtils

( /a/‘L] -2 Z Yji — N] =0,

jonka ratkaisuna saadaan p;n PNS-estimaatti ji; = y;. Néin ollen,

PN
- N2
S()=>_> (yji — )
j=1i=1
Nollahypoteesin voimassa ollessa malliyhtéloni on

Vi = to+&3is 1= Ly j =Ly,

jossa pg = pg = -+ = p,. Tdstd ndhddén, ettd parametrin p, PNS-estimaatti on

p "y
122%1— any] m=n1+--4+np),

3

joten
T

z:l
Tamé riittdisi testisuureen muodostamlsek51, mutta esitetdéin rajoitettu residuaa-
linelivsumma kuitenkin seuraavalla vaihtoehtoisella tavalla:

p 1y
S(h) = > Wi—u+7 -0

=1 i=1
jp lnj p Ny

= > W -5+ > > @i -9
j=1i=1 =1 i=1
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Téssa jalkimmaéinen yhtélo seuraa laskelmasta

p N P nj
S wi—0) @G- =>_ -0 (Wi —7) =0,
7=11:i=1 7=1 =1
silla
nj g
Z(yji_yj) = Yji —ny; =0
i=1 i=1
Kaiken kaikkiaan edelld todetusta seuraa
p Ny ) P )
S(pg) =S =>_> @ —-9*=Y_n @ -9
j=1 i=1 j=1

F-testisuureeksi saadaan néin ollen (ks. jakso 3.1, s. 19)

B i (V; - )2/(]9—1) H
= - ~ I'p_1n—p-

N (Y~ Y)?  (n—p)

Usein sanotaan, etté testisuure on ryhmien vilisen varianssin ja ryhmien siséisen

varianssin suhde, mistd nimitys varianssianalyysi tulee. Huomaa, ettd testisuureen
nimittdjissi on S () / (n — p) = S2.

Jos nollahypoteesi hylétéén, voidaan seuraavaksi tutkia miten odotusarvot iy, ..., f1,,
poikkeavat toisistaan. Kiinnostavia hypoteeseja ovat esimerkiksi p; — p;, = 0 tai
yleisemmin ns. kontrastit a’'p = 0, jossa &’ = [a1 --- ap] toteuttaa ehdon a; + --- +
ap = 0. Mallin matriisiesityksestd ndhddén, ettéd selittéjamatriisille péitee X'X =
diag[ni --- np], joten Lauseen 2.1(i) nojalla

p=[7 - Yp]’~N<u,02diag[1 - 1])

i "
Nollahypoteesin a’pu = 0 voimassa ollessa pétee néin ollen
P
a'fu ~N | 0,02 Za?/nj
j=1
(ks. Liite A.2.4). Tém4 johtaa F-testisuureeseen

_\2
(Z?zl aj%) H

= o 5 ~lin-
S2 ?:1“?/”]‘ P

F

jossa

1 X 1
S(i) =
n—p n—pj

(Vi — ;)%
1 =1

S? =

p Ny

Vaihtoehtoisesti voidaan kdyttdd F:n nelidjuurta ja ¢,—,-jakaumaa (ks. jakso 4.1).
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Kontrasteille, jotka todetaan nollasta poikkeaviksi, voidaan muodostaa luotta-
musvileji jaksossa 4.1 esitetty# menettelyé kéiyttéden. Yleisesti kontrastin a’p luot-
tamusviiliksi luottamustasolla 1 — « saadaan

p
Y4l £ tap(@/2) s

J=1

Useita luottamusvilejid muodostettaessa on kuitenkin syytd muistaa jaksossa 4.1 maini-
tut hankaluudet.

6.2 Empiirinen esimerkki

Eriissi kokeessa tutkittiin miten toisaalta veden ja toisaalta erilaisten "urheilujuomien’
nauttimisella voidaan vaikuttaa maitohapon kerdintymiseen lihaksiin pitkin matkan
juoksijoilla. Kokeessa 50 satunnaisesti valittua juoksijaa jaettiin satunnaisesti viiteen
10 juoksijan ryhméén, joille annettiin eri juomia seuraavasti.

Vesi

Urheilujuoma Al Sama vaikuttava aine
Urheilujuoma A2 eri pitoisuuksina

Urheilujuoma Bl Sama vaikuttava aine
Urheilujuoma B2 eri pitoisuuksina

T = W N =

Juoksumatkan pituus oli 10 mailia ja juomia nautittiin kiinteét méirit ennen juoksua,
juoksun puolivilissé ja juoksun padtyttyd. Tamén jilkeen mitattiin maitohappopi-
toisuudet, joista saatiin tiivistettyni seuraava aineisto.

Vesi Al A2 Bl B2

y; 33.3 326 309 29.0 26.1 g =30.7
s§ 13.1 14.2 12.2 13.9 14.2 s2 =13.37
n; 10 7 10 8 6 n = 41

Vaikka juoksijoiden arvioitiinkin olevan suunnilleen yhtd hyvissid kunnossa, 9 heisté
keskeytti matkan. Keskeytysten ei kuitenkaan katsottu riippuvan nautituista nesteisté
tai maitohapon kertymisesté.

Olettaen, ettd havainnot voidaan tulkita riippumattomiksi ja ettd ryhméistéd j
saadut havainnot noudattavat N (,uj,a2)—jakaumaa (j=1,...,5), voidaan soveltaa
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varianssianalyysia ja testata nollahypoteesia H : p; = --- = ug edellisessd jak-
sossa esitetylld tavalla. Koska ryhmié koskeva vakiovarianssioletus saattaa tuntua
kyseenalaiselta, todetaan ensin, ettd

max s7/ min s7 =14.2/12.2 = 1.16.

1<5<5 71 1<j<5
Koska P (Fgg > 1.16) ~ 0.6, voidaan vakiovarianssioletusta pitéé kohtuullisena (vrt.
Lause 2.1). Huomaa kuitenkin, ettd toisin kuin jaksossa 5.2 F-jakauman kiytto ei
téissé ole tarkkaan ottaen oikein (pohdi syyté tille).

F-testisuure edelli esitetylle nollahypoteesille voidaan laskea sijoittamalla aineis-
tossa esitetyt suureet testisuureen yleiseen lausekkeeseen, jolloin saadaan F' = 4.55.
Vastaava P-arvo on P = P (Fy 36 > 4.55) = 0.004, joka on niin pieni, ettéd nollahypo-
teesi voidaan hyléité.

Seuraavaksi on kiinnostavaa hakea vastauksia (ainakin) seuraaviin vertailuihin.

1. Vesi vastaan urheilujuomat

2. Urheilujuoma A vastaan urheilujuoma B
3. Urheilujuoma A1 vastaan urheilujuoma A2
4. Urheilujuoma B1 vastaan urheilujuoma B2

Naihin liittyvit hypoteesit ovat kontrastien avulla esitettyiné

Hy iy — g (g + pig + pg + ) = 0

Hy: g (py + ) — 5 (kg +pi5) =0

Hz:pg —pz =0

Hy:py —ps=0.

Valitsemalla vektorin a = [a; --- as]’ komponentit sopivasti voidaan niité hypo-
teeseja testata testisuureella

5 N2
(Zj:l ajyj)
5 Y
$23 a?/”j

jonka saamia arvoja verrataan Fi 3¢-jakauman prosenttipisteisiin. Tdmé johtaa seu-
raaviin tuloksiin.

Hy:F =746, P =001
Hy: F =987, p=0.003
Hy:F =089, p=0.35
Hy:F=215 P =0.15

Hypoteeseihin H; ja Hy liittyvéit P-arvot ovat niin pienid, ettd ndmi hypoteesit
voidaan hyldtd. Sen sijaan hypoteeseja H3 ja Hy vastaan ei ole niyttoa.

Tulosten mukaan veden ja urheilujuomien vililld on siis eroa ja samoin urheilu-
juomien A ja B vililld on eroa. Sen sijaan silli ei ole merkitysti kumpaa kahdesta
tutkitusta pitoisuudesta urheilujuomasta A tai B kiytetéin.
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6.3 Kaksisuuntainen varianssianalyysi'®
6.3.1 Ongelman asettelu

Tarkastellaan koetilannetta, jossa tutkitaan kahden tekijéin A ja B vaikutusta muuttu-
jaan y. Oletetaan, ettéd A:lla on J eri tasoa ja B:ll4 K eri tasoa, jolloin eri tasokombi-
naatioita on kaikkiaan JK kappaletta. Jaksossa 1.3 mainitussa esimerkkitapauksessa
'tekija’ A oli vehnilajike ja ’tekijid’ B on lannoitetyyppi, joita kumpaakin oli kaksi
eli tasojen’ lukuméirit olivat J = K = 2. Tarkasteltava muuttuja y oli satoméiré,
josta saatiin havaintoja neljédsté eri ryhmésté tai ‘tasokombinaatiosta’.

Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd kustakin ryhméstd on kiytettdvissd m
y:m havaintoa.!” Olkoon Yjki Y0 1. havainto ryhmiéssd (j,k) ja jr, sen odotusarvo.
Tilannetta voidaan havainnollistaa seuraavan kaavion avulla.

B-tekijén tasot

1 92 .. K
1 M1 Hi2 oo 1257¢
Ho1  Hog = 1207¢
A-tekijin
tasot L E e
Joopmg pgp e 17553

Olettamalla, ettd havaintoja vastaavat satunnaismuuttujat Yjz; ovat riippumatto-
mia ja N (ujk, 02)—jakautuneita paddytddn lineaariseen malliin, joka voidaan esittédé
yhtilona

Y}‘ki = Hjk + Ejkiy ji=1 .. Jk=1,..,K,i=1,..,m, (61)
jossa virheet €;1; ~ N (O, 02) ovat riippumattomia ja ;. € R.
Kiinnostava kysymys on poikkeavatko odotusarvot p; toisistaan ja johtuvatko

mahdolliset poikkeamat A-tekijisti, B-tekijisti vai niiden yhteisvaikutuksesta. Jotta
naméi kysymykset voitaisiin muotoilla tilastollisina hypoteeseina, merkitéiin

J
R = KZMJk; fog = JZ“JR ja M_JLKZ e

Talloin

Mk = H+ (,D/j. - M) + (Bp—p) + (Mjk fj. = fg F “)’
= =Yk = 0k

joten malliyhtilo (6.1) voidaan kirjoittaa

}/}kizﬂ+aj+7k+5jk+€jki7 i=1L.,J, k=1, K i=1,..,m, (6.2)

Y Tsma jakso ei sisilly kurssiin.
"Tama oletus helpottaa mallin kiisittelyi ja luultavasti myds ymmirtimisti. Periaatteessa kaikki
esitettiviit tulokset voidaan yleistid tapaukseen, jossa havaintojen lukuméird ryhmissé vaihtelee.
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jossa

a; = A-tekijén vaikutus (riippuu vain j:sté)
v, = B-tekijin vaikutus (riippuu vain k:sta)
djr = yhteisvaikutus (riippuu seké j:std ettd k:sta).

Huomaa, ettéd konstruktiosta seuraa ehdot

J K J K
j=1 k=1 j=1 k=1

On selvid, ettd alkuperdisesséd malliyhtélossd (6.1) on vihemmén parametreja
kuin sen uudelleen parametroidussa muodossa (6.2). Tdmé& merkitsee, ettd jalkim-
maéisen parametrit eivit ole yksikésitteisié ilman lisdiehtoja. Esimerkiksi tapauksessa
J = K = 2 odotusarvoja i, on nelja kappaletta, jotka esitetdén yhtdlossé (6.2)
kiyttien yhdeksdéd parametria (u, kaksi a-parametria, kaksi y-parametria ja nelja o-
parametria). Edelld 'ylimésirédiset’ parametrit saadaan eliminoiduiksi summaehdoilla
(6.3), joihin paddyttiin médrittelemalls parametrit p, o, v, ja 05 sopivasti. Naiden
ehtojen asemesta on mahdollista kiyttad muitakin ehtoja.

Jos malliyhtilo (6.2) esitetéiéin lineaarisen mallin matriisiesitysti kéyttien, ei sen
(nollista ja ykkosistd muodostuva) selittéjdmatriisi ole tiyttd sarakeastetta (tdmén
toteaminen jitetédn harjoitustehtéviksi, jossa riittédd tarkastella tapausta J = K =
2). Tam4 piirre liittyy edelld tarkasteltuun mallin (6.2) parametrien yksikésitteisyy-
den puutteeseen. Kaksisuuntainen varianssianalyysimalli on esimerkki ns. vajaa-
asteisesta lineaarisesta mallista, jossa normaaliyht#loilld ei ole yksikisitteisté ratkaisua
ilman parametreille asetettavia lisdehtoja. Seuraavassa tdmé mallin piirre ei kuitenkaan
aiheuta mitéidn ongelmia, koska parametrien PNS-estimointi sujuu summausehtoja
(6.3) kiyttiden helposti. Kuten edelld mainittiin, voidaan némi ehdot korvata vaih-
toehtoisilla ehdoilla, joiden avulla mallin teoria voidaan esittdé. Téssé esityksessd on
paddytty kiyttdméiin summausehtoja (6.3) niiden havainnollisuuden vuoksi.

Tarkastellaan nyt lihemmin yhteisvaikutusta ja sen kuvaamista parametreilla d .
On luontevaa ajatella, ettéd yhteisvaikutusta on, jos A-tekijén vaikutus riippuu B-
tekijén tasosta. Jos yhteisvaikutusta sen sijaan ei ole, riippuu erotus p; j, — pj,5 vain
indekseistd j; ja jo, mutta ei indeksistd k. Formaalisti tdmé& merkitsee, ettd jollain
funktiolla ¢ pitee pi ,, — i, = ¢ (j1,J2) kaikilla kn arvoilla ja siten

1 & 1
Pojsk = Mol = ?Zéf)(]’l,jﬁ) =%
k=1

M=

(Hirk = Hipk) = Ry — Fjy. Vi1, J2

B
Il
—

ell w;, — iy, = Wi, — Iy, kaikilla j1, jo. Tamé osoittaa, ettd pj;, — ;. el riipu
indeksistd j, joten jollain funktiolla 1 pétee p ), — ;. = 1 (k) kaikilla j ja siten

J
> v (k)=

i
M~

(jk — 1y.) = g — 1 Y3,k

~le

Wik — Hj. =

Jj=1



eli §;; = 0 kaikilla j, k. Samaan tulokseen voidaan p#étyd myos vaihtamalla indeksien
J ja k roolit. Tam& osoittaa, ettd hypoteesiksi ”ei yhteisvaikutusta” on mielekista
valita

Hap:0j,=0, j=1,..,J-1, k=1,..,K—1.

Indeksoinnissa voi olla J —1 ja K —1, koska ehdoista Z}le djk = Zszl djk = 0 ja hy-
poteesista H 4p seuraa, ettd 0, = 0 pitee kaikilla j = 1, ..., J ja kaikilla k =1, ..., K.
Hypoteesi Hap on lineaarista tyyppid A3 = 0, jossa vektori 3 sisiltidé kaikki para-
metrit p, aj, v, ja 6, ja matriisin A aste on sen rivien lukuméérs (J — 1) (K —1).
Esimerkiksi tapauksessa J = K = 2, 8 on muotoa 3 = [ﬁ; 011 012 Oo1 622], ja
A=1[0 10 0 0], joten r(A) = 1 (téssd vektori 3, sisdltéisi parametrit p, a1, a9,
V1 ja Ya).

Jos yhteisvaikutusta ei ole, voidaan A- ja B-tekijoitd kéisitelld toisistaan riip-
pumatta ja kysyd esimerkiksi onko kaikilla A:n tasoilla sama vaikutus. Jos niin on,
niin kullakin £:n arvolla pj;, el riipu indeksistd j, joten jollain funktiolla 6 pétee
i, = 0 (k) kaikilla j ja edelleen

J J
1 1 _ .
Wik = jZQ(k) = jZMjk =f Vi k.
j=1 j=1
Yhdistamaélld tdmé ehtoon 05 = pjp — fj. — iy + p = 0 saadaan ji;. —p = a; = 0.
Taméi pitee kaikilla j:n arvoilla, joten hypoteesiksi ”ei A-vaikutusta” saadaan

Hy:oj=0, j=1,..,J —1,

jossa indeksoinnissa on J —1 summausehdon Z}jzl a;j = 0 perusteella. Aivan samalla
tavalla nidhd#én, ettd hypoteesiksi ”ei B-vaikutusta” tulee

Hp:v, =0, j=1,..,K—1.

Kuten yhteisvaikutuksen tapauksessa ndhdaén, ettd hypoteesit Ha ja Hp ovat line-
aarisia ja matriisin A aste on sen rivien lukuméird eli J — 1 tai K — 1.

On syytd huomata, ettd hypoteesien Hy ja Hp testaaminen ei ole mielekiisté,
jos hypoteesi H4p on hylitty, silli tilloin esimerkiksi hypoteesit Ha ja Hp eivit
ole yhtépitavia ehtojen p; —p = 0 ja i, — p = 0 kanssa kuten edelld. Tamé
on intuitiivisesti luonnollista, silld jos yhteisvaikutusta esiintyy, tdytyy sekd A- etti
B-vaikutusten eli ns. pdidvaikutusten myos esiintya.

6.3.2 Hypoteesien testaaminen

Tarkastellaan nyt edellisessé jaksossa esitettyjen hypotesien testaamista kiyttien F-
testisuureen residuaalinelissummaesitysté (ks. jakso 3.1, s. 19). Residuaalinelissum-
mien johtamiseksi merkitédén n = mJK (= kaikkien havaintojen lkm) ja

1 J K m 1 K m
y = - ' Zyjki’ Yi- = % Zzy]kz
7j=1k=11=1 k=1 1i=1
1 J m 1 m
Yk = ooy Zl;yj/m Yjk = m Zly]kn
7j=1 1= i=



Maéritelladn €, £j.., €. ja £j. samalla tavalla ja kirjoitetaan
Ejki =€+ (gj.. — 5) + (ék. — 5) + (Ejk. —&j. — &+ 5) + (5jki — Ejh) .

Nelioimalld puolittain ja summaamalla yli indeksien j, k ja ¢ nihd#én, ettd ristitu-
lotermit hévidviit (ks. S (py):n johto yksisuuntaisessa varianssianalyysissa s. 32-33).

Niin ollen,
St = Y24 -+ Y (En )

j7k7i j7k7i j7k7i j?k:?i
_ ~ - ) )
+ Z (5jk. —E&j. — &+ E)" + E (5jki - 5jk:~) .
gk Jikyi

Sijoittamalla tdhén ejr; = Yjp — 1 — o — v — 0k ja kiyttdmailld summausehtoja
(6.3) saadaan

2 _ 2 _ _ 2
E (Yjri = —j — Y —Ojk)” = E (7 — ) +§ (7. — J — o)
j7k7i j?k?i j7k’i

+3 G =T — )

Ik

+> (Yik = Tj — Gk + T — 058)° (6.4)
Jikyi

+ Z (Wiki — Tjk.)’

gk

Téstéd nihddén suoraan, ettéd PNS-estimaateiksi (ehdolla summausehdot (6.3)) saadaan

L=, G;=¥i.—Y, Y=Yk —Y Jja Ok =Yjk — Yj. — Yk + Y-

Vapaaksi residuaalineliosummaksi saadaan siten

K m
B :ZZZ Yjiki — y]k (n—JK)$2

7j=1k=111=1

jossa jilkimmaéinen yht#lo perustuu estimaatin s® méiritelmiin. Huomaa, etti tihin
tulokseen voidaan péétyd myods minimoimalla alkuperéiseen parametrointiin (6.1) liit-
tyvé jadgnnosnelissumma - ; (yjni — .ujk)Q

Hypoteesin H 4 p testaamiseksi tarvittava rajoitettu residuaalinelissumma saadaan
minimoimalla (6.4) ehdolla ¢;;, = 0 kaikilla j, k. Minimi saavutetaan, kun g = 7,
aj = & ja v, = Yy, joten tulokseksi tulee

m m

J K
:Z N Wik~ G~ G DD (i — Gie)

j:l k=1 i1=1 _]21 k=1 i=1

Rajoitetun ja vapaan residuaalineliGsumman erotus on néiin ollen
K m 9
. " ~ ~ 9 .
S(Bap)=S(B) =D 3D Wik — G- — G + )  =m Y Y 5y,
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joten F'-testisuure hypoteesille Hp on

sz

Jj=1

2 H
0. /(J = 1) (K = 1) S* "% Fy_1y(k—1)n— k-

Mx

B
Il

1

Hypoteesin H4 testaamisessa tarvittava sidottu residuaalineliosumma saadaan
minimoimalla (6.4) ehdolla a; = 0 kaikilla j. Minimi saavutetaan valitsemalla i = g,
Vi = Yk ja 0k = 9k, joten sidottu residuaalinelissumma on

J K m K m
SBA=DDD W —0*+D D> (ki — Uir)*
j=1 k=1 i=1 j=1 k=1 i=1
Niin ollen,
R R J K m m
SBA-SB)=>_> > @ —9)*=mK> &
j=1 k=1 i=1 i=1

ja F-testisuureeksi tulee

J
~ H
F=mK) &/(J-1)S* ~ Fy_1)nsk-

Vastaavasti ndhdédén, ettd F-testisuure hypoteesille Hg on

H
F = mJZ’yk/ s? ~ Fl—1)n—JK-
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Liitteet

A Satunnaisvektoreista, satunnaismatriiseista ja multinormaalijakaumasta

A.1 Satunnaisvektoreista ja satunnaismatriiseista

Olkoon Z;;, i = 1,..,n ja j = 1,...,m reaaliarvoisia satunnaismuuttujia. Télloin
Z = [Z;;] on n x m satunnaismatriisi ja sen odotusarvo on

E(Z) =[E(Z;)] (nxm).

Jos m = 1, saadaan satunnaisvektori Z =[Z; --- Zn]/ ja sen odotusarvo.

Kayttien reaaliarvoisten satunnaismuuttujien tunnettua lineaarisuusominaisuutta
(E(aX+bY +¢) = aE(X)+bE(Y)+c) ja matriisien kertolasku- ja yhteenlaskusaantojé
voidaan todeta, etté

E(AZB+C)=AE(Z)B+C (A.1)
ja
E(AX+BY)=AE(X)+ BE(Y), (A.2)
kun A, B ja C ovat dimensioiltaan sopivia ei-satunnaisia matriiseja.
Satunnaisvektorien X = [X; -+ X,]' ja Y = [Y; --- Y] viilinen kovarianssi-

matriisi on
Cov (X,Y) = [Cov (X;,Y;)] (nxm),

jossa oikealla Cov (X;,Y;) = E((X; — E(X;)) (Y; — E(Y}))) on satunnaismuuttujien X;

ja Y} vilinen kovarianssikerroin. Mééritelméstd seuraa suoraan, etté
Cov (X,Y) = E((X - E(X)) (Y —E(Y))"). (A.3)
Jos X =Y, saadaan erikoistapauksena satunnaisvektorin X kovarianssimatriisi
Cov (X) = [Cov (X;, X;)] = E (X — E(X)) (X - E(X))') (nxn). (A.4)
Olkoon nyt A ja B kuten tuloksessa (A.2). Tallsin

Cov(AX,BY) = E((AX —AE(X))(BY — BE(Y)))
= E(A(X-EX))(Y-E(XY))B),

josta saadaan tuloksen (A.1) avulla

Cov(AX,BY) = ACov(X,Y)B’ (A.5)
ja erikoistapauksessa X =Y
Cov (AX) = ACov (X) A (A.6)
Valitsemalla A = [a1 -+ a,] = &’ ja huomaamalla, ettd Cov (a’X) = Var (a’X) > 0,
niahdéin tésti, etti
Cov(X) >0 (A.7)

eli satunnaisvektorin kovarianssimatriisi on positiivisesti semidefiniitti. Jos se ei ole
positiivisesti definiitti (eli Cov (X) > 0 ei péde), on olemassa vektori a # 0 siten, etti
Var (a’X) = 0 eli a’X saa vakioarvon todennékoisyydelld yksi.
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A.2 Multinormaalijakaumasta'®
A.2.1 Multinormaalijakauman méairitelmé

Olkoon Uy, ..., Uy, riippumattomia satunnaismuuttujia ja U; ~ N (0, 1) . Téllsin satun-
naisvektorille U = [U; --- U] pitee E (U) = 0 ja Cov (U) = I}, ja sen tiheysfunktio

on k b
fo (w) =T @m e {—;U?} = (2m) " exp {—; > U?}

=1 =1

tal vektorimerkinnoin

fu (1) = (2m) 2 exp {‘i“’“} 7

jossau = [u; --- uy) . Suoritetaan nyt lineaarinen muunnos
X1 = enUi+- -+ enUs + 1y
Xy = Ui+ + cppUp + iy,
eli
X =CU + p, (A.8)

jossa matriisin C (p x k) oletetaan olevan astetta p eli r (C) = p ja siten erityisesti
p < k. Kéyttien kohdan A.1 tuloksia voidaan todeta, etté

E(X)=CE(U)+p=p

ja
Cov (X) =E((X —p) (X —p)") = CE(UU') C' = CC..
Koska r (CC') = r (C) = p, on Cov (X) > 0.

Satunnaisvektorin X sanotaan (téssid kdytettdvin médritelmén mukaan) nou-
dattavan (episingulaarista) p-ulotteista normaalijakaumaa tai multinormaalijakau-
maa odotusarvona p ja kovarianssimatriisina ¥ = CC’, jos X:1l4 on yhtilon (A.8)
mukainen esitys. Télloin merkitédéin X ~ N (p, ) tai X ~ N, (p,3). Valitsemalla
erityisesti p = k, C = Iy ja u = 0 nihdién, ettd U ~ N (0,1I).

Johdetaan seuraavaksi satunnaisvektorin X ~ N, (p, ¥) tiheysfunktio. Aputulok-
sena todetaan ensin, etti

kun k x k matriisi Q on ortogonaalinen eli Q'Q = QQ’' = I;. Koska U = Q'V,
seuraa satunnaisvektorien muunnosten teoriasta, ettd V:n tiheysfunktio on fv (v) =

18 Jaksot A.2.1-A.2.5 perustuvat Seppo Mustosen kirjan Tilastolliset monimuuttujamenetelmiit
lukuun 2 (Helsingin yliopisto, Tilastotieteen laitos, 1995)
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fu (Q'v)|0u/0v|, jossa Jakobin determinantti |[Ou/dv| = |det(Q’)| = 1, koska Q on

ortogonaalinen. Néin ollen,
1 1
fv(v)= (277)_k/2 exp {—ZV'QQ'V} = (27r)_k/2 exp {—2V/V} .

Koska V:n tiheysfunktion lauseke on sama kuin U:n, seuraa tulos (A.9).

Osoitetaan seuraavaksi, ettd méérittely-yhtélossd (A.8) voidaan aina valita p = k
(yleistys k > p on kuitenkin kiitevi joissakin tarkasteluissa). Kéytetdén matriisin C
singulaariarvohajotelmaa C = ODR/, jossa D (p x p) on diagonaalimatriisi, jonka
diagonaalialkiot ovat positiivisia (koska r(C) = p), O (p x p) ortogonaalinen ja
R (k x p) on sarakkeittain ortogonaalinen eli R'R = I,. Merkitsemélli A = OD ja
V = R'U voidaan yht#ls (A.8) kirjoittaa

X = AV + pu, (A.10)

jossa A (p X p) on epésingulaarinen eli r (A) = p. Koska matriisi R voidaan tunnetusti
tdydentdd ortogonaaliseksi (k x k) matriisiksi, seuraa tuloksesta (A.9), ettéd satun-
naisvektorin 'V (p x 1) komponentit ovat riippumattomia ja N (0, 1)-jakautuneita.
Yhtélod (A.10) voidaan néin ollen kdyttdd vaihtoehtoisena multinormaalijakauman
méadrittely-yhtélond. Kuten yhtélon (A.8) tapauksessa néhdidin, ettd X = Cov (X) =
AA’ = CC'. Todetaan lisiiksi, ettéi det(X) =det(AA’) =det(A) det(A’) =det(A)?,
mistéi seuraa det(X1) = 1/ det(X) = 1/ det(A)? = det(A1)2.

Yhtilostd (A.10) seuraa V = A1 (X — p) ja kuten tuloksen (A.9) perustelussa
saadaan

fx(x) = fv (AT (x—p))|0v/ox]

= m e e {3 (A7 - ) (A7 x— w)}

= (@) "2 det(S) V2 exp {—; (x— ) (A7YA (x - m} ,

josta saadaan multinormaalijakauman tiheysfunktioksi

() = (2) 72 der(®) " 2exp { - (x— ) B x - )}

Jos satunnaisvektorilla X on yhtélon (A.8) tai (A.10) mukainen esitys (tai silld on
edelld johdettu tiheysfunktio), on se multinormaalisti jakautunut. Usein lihtskohta
on kuitenkin kiénteinen eli oletetaan X ~ N (u,X). Tilloin voidaan todeta, etté
satunnaisvektorille X pétee yhtdlon (A.8) tai (A.10) mukainen esitys, jossa matriisi C
tai A voidaan valita halutulla tavalla, kunhan ehto C'C = X tai AA’ = X toteutuu.
Sopivalla matriisin C tai A valinnalla voidaan helpottaa suoritettavia tarkasteluja.
Todetaan vield, etté (eréds) edelld esitettyd yleisempi multinormaalijakauman mééri-

telmé olettaa, etté r (C) = k eikéi r (C) = p, joten télloin k < p. Jos k < p, ei jakauma
ole aidosti p-ulotteinen, silld Cov (X) = CC' on singulaarinen, jolloin on olemassa vek-
tori a siten, ettd a’X saa vakioarvon (= a’p) todennikoisyydelld yksi. Talld kurssilla
tiatd yleisempéé singulaarista multinormaalijakaumaa ei jouduta kidyttiméiin. Seu-
raavassa esitettédvit multinormaalijakauman ominaisuudet péteviit kuitenkin myos
singulaariselle multinormaalijakaumalle.
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A.2.2 Reunajakaumat

Oletetaan X ~ N, (p, X) ja ositetaan
x 1)
x=[xe ]

jossa vektorien X ja X(2) dimensiot ovat on gx 1 ja (p—q) x 1. Ositetaan odotusarvo
ja kovarianssimatriisi vastaavasti

(1) DIITEED))
_| M . _ 11 12
I
Yhtilon (A.10) perusteella voidaan kirjoittaa
X (1) Ay p
o | =[]y e ]

joten XM = A,V + u(M noudattaa mésritelmén (A.8) nojalla multinormaalijakau-
maa. Laskemalla néhdéén, ettd Aj Al = X1, joten

XM ~ N, (Hu), 211) '

Vastaavasti ndhdéin, ettd mika tahansa X:n osavektori eli X:n reunajakaumat ovat
multinormaalisia.
A.2.3 Muuttujaryhmien riippumattomuus

Tarkastellaan edelleen samaa tilannetta kuin edellisessé kohdassa, mutta oletetaan,
etti X ja X2 ovat korreloimattomia eli £15 = 35, = 0. Yhtiiloksi (A.10) voidaan

talloin valita
x 1) [An 0 v N p
x(2) | — 0 Aoy v®) p@ |

Ay 0 Al 0
! __ 11
AA_[O A22H0 A’zJ

silla

ja valitsemalla Aq; ja Ay siten, ettd A Al ; (1=1,2), pitee AA" = 3.
Koska siis X@ = A;; VO 40 (i=1,2),ja v(®) 1N V@ seuraa tista X1 \7| X@.
Toisaalta, jos X1 \7| X @ voidaan ne esittéid satunnaisvektorien V) ja V2 avulla

erikseen aivan kuten edelldkin ja todeta laskemalla, ettd Cov (X(l), X(2)) =310=0.
Yhteenvetona voidaan siis todeta, etté

= Ezz

X | X® & Cov <X(1),X(2)) ~0
eli multinormaalijakaumassa korreloimattomuus on yhtépitévia riippumattomuuden

kanssa. Huomaa, ettd muilla jakaumilla pitee implikaatio yleisesti vain suuntaan
”?=" mutta ei piinvastoin.
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A.2.4 Kiayttiaytyminen lineaarimuunnoksissa

Oletetaan edelleen, ettd X ~ N, (p, X) ja médritelldén satunnaisvektori Y = BX +v,
jossa B on ei-satunnainen ¢ X p matriisi, r (B) = ¢, ja v on ei-satunnainen ¢ x 1 vektori.
Yhtélod (A.10) kidyttéden saadaan

Y =B(AV +u)+v=(BA)V+ (Bu+v).

Koska r (BA) = r (B) = ¢, seuraa yhtélon (A.8) méiritelmisté, ettd Y on multinor-
maalinen ja tulosta (A.6) kiyttden néhdéén, ettd

Cov(Y) = (BA)(BA) = BAA'B' = BXB/,

joten
Y ~ N, (Bu +v,BEB/)

eli multinormaalisuus séilyy lineaarimuunnoksissa. Huomaa, etté edelld ehtoa r (B) =
g tarvittiin vain, jotta Y:n jakaumasta tulee episingulaarinen. Kuten aiemmin vii-
tattiin, pétee tulos myos ilman tétéi ehtoa.

A.2.5 Ehdolliset jakaumat

Kiyttden samaa ositusta kuin kohdassa A.2.2 ja edelld esitetyn kaltaisia argument-
teja voidaan johtaa myos satunnaisvektorin X(1) ehdollinen todenniksisyysjakauma
ehdolla X® = x(2), Edellisen kohdan nojalla satunnaisvektori

Z N Iq —2122521 X(l) — P’(l)
X®_,@ | =0 1, X®) _ @)

on multinormaalinen. Tésté yhtélosta seuraa
p SONSUMONE I St (X@) _ u@)) 47

Kayttden kohdan A.1 yleisid tuloksia nidhdééin suoraan laskemalla, ettd E(Z) = 0,
Cov(Z) = 211 — T1285, 891 = X120 (merkintd) ja Cov(Z,X?)) = 0. Kohdan
A.2.3 nojalla pitee siis Z || X®). Edelli esitetystéi satunnaisvektoria X 1) koske-
vasta yhtiilosté ja kohdasta A.2.4 seuraa siten, ettd X(:n ehdollinen jakauma ehdolla
X® = x® on multinormaalinen odotusarvona p(!) — 21222_21 (x(z) — u(2)) ja kova-
rianssimatriisina X11.9 eli

x® ‘ (X<2> _ X<2>> ~ N, (Hm I et (X@) _ H<2>> 7211,2) '

Toisin sanoen, multinormaalijakaumassa ehdolliset jakaumat ovat multinormaalisia.
Huomaa myos, ettd ehdollisen jakauman kovarianssimatriisi 3i11.2 eli ns. osittaisko-
varianssimatriisi ei riipu ehtomuuttujan X arvosta. Tamén perusteella voidaan
ajatella, ettd X11.0 kertoo kovarianssimatriisina satunnaisvektorin X (1) komponent-
tien viilisisté riippuvuuksista, kun satunnaisvektorin X(2) (lineaariset) vaikutukset on
eliminoitu.
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A.2.6 Nelibmuotojen jakaumista

Jos V.=[V; --- V,]' ~N(0,1,), pitee satunnaismuuttujien V4, - - -, V, riippumatto-
muuden ja x?-jakauman miiritelmin nojalla
P
2 2
VIV =) V2~
i=1

Liséiksi, jos X ~ N (,u, 02) , niin (X — [L)Q /0% ~ x3. Seuraavassa téamin yleistys.
Lause A.1. Jos X ~ N, (1, %), niin (X — p) B (X — p) ~ x2.
Todistus: Kiyttien mééritelméd (A.10), jossa V on kuten edelld, saadaan
(X —p) =X -p)=VA (AA) AV = V'V ~ 2
]

Seuraava tulos on hysdyllinen lineaarisen mallin teoriassa. Neliomatriisia P san-
otaan (ortogonaaliseksi) projektioksi, jos se on (i) symmetrinen eli P =P’ ja (ii)
idempotentti eli P = PP (merkitisin PP = P?).

Lause A.2. Olkoon X ~ Ny (p,0%I,) ja P (p x p) astetta r oleva ortogonaalinen
projektio. T&lloin
(X —p)P (X —p) /o ~ .

Todistus: Koska idempotentin matriisin ominaisarvot ovat tunnetusti nollia ja ykko-
sid, on P:lld pisakseliesitys P = RDR/, jossa R (p x p) on ortogonaalinen matriisi
ja diagonaalimatriisi D (p X p) on muotoa D = Diag[1---10---0] (ykkosid r kpl).
Asetetaan U = 0 'R/ (X — p) . Koska U saadaan satunnaisvektorista o =1 (X — p) ~
N (0,I,) ortogonaalisella muunnoksella, pitee tuloksen (A.9) nojalla U ~ N (0,L,).
Niin ollen,

(X —p)P (X —p) /o> =UDU =307~ .
=1
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B Matriisilaskentaa

B.1 Merkintdja ja méaritelmii

Olkoon w;j, i = 1,...,n, j = 1,..,m, reaalilukuja. Lukukaaviota

11 T12 T1m

o1 TI22 - Tom
X = [zy] =

Tnl Tp2 *° Tnm

sanotaan m X m matriisiksi, jonka 7. rivin ja j. sarakkeen alkio tai elementti on x;;.
Matriiseja merkitéén isoilla lihavoitetuilla kirjaimilla (A, B, X, Y,...).

Vektori tulkitaan matriisiksi, jossa on vain yksi sarake. Vektoreita merkitésn
pienilld lihavoitetuilla kirjaimilla (a, b, x, y,...). Esimerkiksi

n
y = yf = (Y1, Yn)
Yn
on n-vektori tai m x 1 vektori ja x;. = (241, ..., Zin) on matriisin X 4. rivivektori.

Vastaavasti x.; = (21, ..., Zn;) on matriisin X j. sarakevektori. Vektoria 1, = (1,...,1)
(n x 1) sanotaan ykkdsvektoriksi ja, jos dimensiota n ei ole tésmennetty, kiytetiin
merkintdd 1.

Vektorien x jay (n x 1) sisdtulo on

n
(X7 Y) = Z ZiY;-
=1

Jos (x,y) = 0, niin x ja y ovat ortogonaaliset eli kohtisuorassa toisiaan vastaan.
Télloin merkitéddn x | y. Valitsemalla siséitulossa x = y saadaan

n
(x,%) = > a7 = [|x||?,
=1

jossa ||x|| on vektorin x pituus tai normi.
Kun n = m, puhutaan neliématriisista ja kun liséksi z;; = 0, ¢ # j, puhutaan
diagonaalimatriisista eli

T11 0 . 0
0 =z ' :
X = = dlag [51311 cee xnn] = ’Vxll to wnnJ
: -0

Nollamatriisin kaikki alkiot ovat nollia ja yksikkomatriisi on diagonaalimatriisi, jonka
kaikki diagonaalialkiot ovat ykkosid eli I,, = diag[l --- 1] ja, jos dimensiota n ei ole
tdsmennetty, kiytetdin merkintdd I.

47



B.2 Yhteenlasku ja skalaarilla kertominen

Olkoon A, B ja C samaa dimensiota olevia matriiseja ja A ja u skalaareja (eli A,
u € R). Matriisien A ja B summa mééritelléién vastinalkioiden summan avulla:

A+ B = [ai] + [big] = [aij + bis] -
Skalaarilla kertomisen mééritelms on
AA = Xagj] = [Aayj] .
Matriisien yhteenlaskulle ja skalaarilla kertomiselle pitevit seuraavat sdannot.

e A+rB=B+A

(A 4+ B)+C = A+(B + C), joten voidaan esimerkiksi kirjoittaa (A + B)+C =
A+B+C

A+ 1) A = \A + pA

A(pA) = (An) A

A(A +B) = \A + B

B.3 Matriisitulo

Matriisien A (n x m) ja B (m x [) tulo on méiritelmin mukaan

Z aikbk]‘] (n X l) .
k=1

Edellyttden, etti laskutoimitukset ovat maéiriteltyjd, ovat seuraavat laskusddnnot

AB =

voimassa.
e (AB)C = A (BC), joten voidaan esimerkiksi kirjoittaa (AB) C = ABC
e A(B+C)=AB+AC
e (A+B)C=AC+BC

Siindkin tapauksessa, ettd molemmat tulot olisivat méériteltyjé, ei AB ole yleensé
sama kuin BA.

B.4 Transponointi

Matriisin A (n x m) transpoosi A’ (m x n) saadaan vaihtamalla rivit ja sarakkeet
keskenéén eli
AI = [aij]/ = [aji] .

Neliomatriisi A on symmetrinen, jos A = A’ ja, edellyttien, etté laskutoimitukset
ovat madriteltyjd, ovat seuraavat laskusédnnot voimassa.
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e (A=A
e (A+B)=A"+B

e (AB) = B’A’ ja yleisemmin kahta useamman matriisin tapauksessa eli esi-
merkiksi (ABC)' = C'B’A’

e MA) =)A/

Tapauksessa m = 1 on transponoitava matriisi vektori. Vektorien x jay (n x 1)

sisiitulo voidaan siten kirjoittaa (x,y) = X'y, josta erikoistapauksena saadaan vek-

torin x normi [|x|| = (X'x)l/z.

B.5 Kaéainteismatriisi

Jos A on n X n matriisi ja on olemassa sellainen n x n matriisi B, ettd AB = 1,
ja BA =1, niin B on A:m kddnteismatriisi ja siitd kiiytetdsn merkintés B = AL
Télloin A:ta sanotaan tdysiasteiseksi tai epdasingulaariseksi (tai kaantyviksi tai sddn-
nolliseksi) ja muulloin vajaa-asteiseksi tai singulaariseksi.

Episingulaarista neliomatriisia A sanotaan ortoganaaliseksi, jos A~ = A’. Tél-
l6in A’A =1, ja AA’ = I,,, joten matriisin A sarakkeet ovat kesken#in ortogonaaliset
ja samoin rivit.

Edellyttden, ettd sekd A ettd B ovat epésingulaarisia péteviit seuraavat laskuséén-
not.

e (A=A

e (AB) ' =B 1A!

B.6 Ominaisarvot ja -vektorit

Nelivmatriisin A (n X n) ominaisarvot A, ..., A\, ovat (polynomi)yhtilon
det (A —AL,) =0
ratkaisut. Vastaavat ominaisvektorit uy, ..., u, (u; # 0) saadaan yhtiloista
(A=XNI,)u; =0 eli Au; = M\u,.
Jos A on symmetrinen, niin sen ominaisarvot ovat reaalisia ja A:lla on pddakseliesitys
A =UAU/,

jossa A =diag[A\1 -+ A\y] ja U= [u; --- u,] on ortogonaalinen.
Jos A on n x m matriisi (n > m ja n > m mahdollinen), niin silld on singulaari-
arvohajotelma

A =RDO/’,
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jossa D = diag[dy -+ diy] > 0, R (n X m) on matriisi, jonka sarakkeet ovat orto-
normaalit (eli R'R =1,,,), ja O (m x m) on ortogonaalinen (eli O’O =1I,, = 00’).
Tésméllisemmin, d; > -+ > d,;, > 0 ovat matriisin A’A (ei-negatiivisten) ominais-
arvojen neliojuuret, R:n sarakkeet ovat matriisin AA’ m:#4 suurinta ominaisarvoa
vastaavat ominaisvektorit ja O:m sarakkeet ovat matriisin A’A ominaisvektorit.

B.7 Matriisin jalki

Neliomatriisin A (n x n) jalki on sen diagonaalialkioiden summa eli

n
tr (A) = Z Q-
i=1
Edellyttiaen, ettd laskutoimitukset ovat méiriteltyjd, ovat seuraavat laskusdinnot
voimassa.
o tr(A+B)=tr(A)+tr(B)
e tr (AB) =tr(BA)

o tr(A)=>"" )\, jossa A, ..., A, ovat Am ominaisarvot

B.8 Matriisin determinantti

Neliomatriisin A (n x n) determinantt; mééritelliin yhtalolla

det (A) = D €(0) (1)1 * Go(myns
O'ESn

jossa summaus on yli joukon {1,...,n} kaikkien permutaatioiden o € S,, ja €(0) €
{=1,1} on o:n etumerkki. Vaihtoehtoinen merkinté determinantille on |A|.

Edellyttden, ettéd laskutoimitukset ovat méiriteltyji, ovat seuraavat laskusédannot
voimassa.

e det (AB) = det (A) det (B)

det (A') = det (A)
det (A™1) =1/det (A) (det (A) # 0)
A) =1 tai = —1, kun A on ortogonaalinen (seuraa kahdesta edellisesté)

(
e det (diag a1 -+ ann]) = @11 ann
(

A) =M1\, jossa A, ..., A, ovat A:n ominaisarvot
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B.9 Vektorien lineaarinen riippuvuus ja riippumattomuus seki matriisin
aste

Vektori x1,...,x, ovat lineaarisesti risppuvia tai sidottuja jos c1x1 + -+ + cpXp =
0 joillakin skalaareilla ci, ..., cp,, joista ainakin yksi on nollasta poikkeava. Ne ovat
lineaarisesti risppumattomia tai vapaita, jos ehdosta cixy + -+ + ¢px, = 0 seuraa
cp=--=¢,=0.

Olkoon X1, ..., x, n X 1 vektoreita ja X = [x1 --- Xp] n X p matriisi, jonka 7. sarake
onx; (i=1,..,p). Tallsin X:n sarakeavaruus R (X) muodostuu n x 1 vektoreista y,
joille pétee

P
y =) Bx=Xp
i=1
jollain p x 1 vektorilla 3 = [Bl ﬁp],. Toisin sanoen,
R(X)={yeR"y=X8, BR}.

R (X) on R™:n aliavaruus, joten 0 € R (X) ja, jos y1,y2 € R (X), niin a;y1 + a2y2 €
R (X) kaikilla aj,a2 € R. Koska R (X’) = R(X'X), niin ehdosta a = X'y (eli
a € R (X)) seuraa a = X'Xb jollain b € R?. Jos r (X'X) = p, on (X'X) ! olemassa
jab=(X'X) a.

Matriisin A aste r (A) on A:n lineaarisesti riippumattomien sarakkeiden lukuméira
tai yhtédpitdvisti A:n lineaarisesti riippumattomien rivien lukumaird. Médritelmén
mukaan, r (A’) =r(A). Jos A on n X n matriisi, niin pétee

r(A) =n < A~! on olemassa < det (A) # 0.

Edelleen, matriisin aste ei muutu, jos matriisi kerrotaan (oikealta tai vasemmalta)
epésingulaarisella (nelio)matriisilla. Jos siis X on kuten edelld, A on n x n ja B on
p X p matriisi, niin r (AX) =r(X) =r(XB), kun r (A) =n jar(B) =p.

Jos X on n X p matriisi ja r (X) = p, niin p < n ja jokaisella vektorilla y € R (X)
on yksikiisitteinen esitys y = Xa, jossa a € RP. Ositetaan X =[X; Xgy], jossa
X; on n x m ja Xg on n X (p—m) matriisi. Oletetaan, ettéd r (X) = r(Xy) = m.
T&lloin matriisin Xo sarakkeet ovat lineaarisesti riippuvia matriisin X sarakkeista
eli (matriisitulon mé#ritelmén nojalla) Xo = X; A jollain m X (p — m) matriisilla A.
Liséiksi R (X) = R (Xy), joten jos y € R (X), niin y = X;c jollain ¢ € R™. Toisin
sanoen, R (X):m vektorit voidaan esittédd X;:n avulla, joten téssd mielessd matriisisa
X on ’turhia’ sarakkeita.

B.10 Idempotentit matriisit ja projektiot

Neliomatriisia A sanotaan idempotentiksi, jos A = AA. Tilloin merkitidin AA =
A2, Jos A on idempotentti, niin I — A on myos idempotentti ja A:n (samoin kuin
(I — A)m) ominaisarvot ovat nollia ja ykkosié.

Olkoon nyt X n x p matriisi. Sarakeavaruuden R (X) ortogonaalinen komple-
mentti R (X)) muodostuu niistd n x 1 vektoreista, jotka ovat kohtisuorassa R (X):m
vektoreita vastaan eli R (X)© = {y € R™ (y,x) =0, x € R(X)}. R(X)* on R"n
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aliavaruus ja jokainen y € R™ voidaan esittiéd yksikisitteisend summana y = u + v,
jossau € R (X) jav € R(X)'. Kuvausta Px : y — u sanotaan ortogonaaliseksi (tai
kohtisuoraksi) projektioksi tai lyhyesti projektioksi R (X):lle (vastaavasti R (X)":n
tapauksessa). Px on lineaarikuvaus ja se voidaan tulkita matriisiksi, josta kéytetédsin
myo6s merkitid Px. Koska jokaiselle y € R™, pitee P4y = Px(Pxy) = Pxu = u = Pxy,
on Px idempotentti. Lisdksi, R (Px) = R (X).

Mille tahansa y € R" piitee

min |y —z| = [ly — Pxy].
zeR(X)

Toisin sanoen, Pxy eli y:n (kohtisuora) projektio X:n sarakeavaruudelle R (X) on se
R (X):n yksikisitteinen vektori, joka on lihinné y:td. Vaihtoehtoisesti (kohtisuora)
projektio Pxy voidaan mééritelld (yksikésitteisend) vektorina, jolle pétee

(y —Pxy),z) = (y — Pxy)'z=0 kaikilla z € R (X).

Jos edellé r (X) = p, niin Px = X (X/X) " X’. Talloin Px on scké idempotentti etté
symmetrinen. Jos matriisi X on asiayhteydestd selvé, merkitidin Px = P.

Yleisesti sanotaan symmetristé ja idempotenttia matriisia A ortogonaaliseksi pro-
jektioksi tai lyhyesti projektioksi. Koska projektion ominaisarvot ovat nollia ja ykkosié
pidtee A > 0 ja r(A) = tr(A). Lis#ksi, projektion padakseliesitys on muotoa
A = RR/, jossa matriisin R sarakkeet muodostuvat ykkosominaisarvoja vastaavista
(keskendin ortogonaalisista) ominaisvektoreista.

B.11 Neliomuodot

Olkoon A (n X m) symmetrinen matriisi ja x (n x 1) vektori. T&lloin
n n
(X, AX) = X/AX = Z Z Qi i 5
i=1 j=1
on (A:n) neliomuoto. Neliomuodot jaotellaan seuraavasti.
e x'Ax > 0 kaikilla x # 0 < A on positiivisesti definiitti; A > 0

e xX'Ax > 0 kaikilla x & A on positiivisesti semidefiniitti; A > 0

A:n ominaisarvot ovat positiivisia (ei-negatiivisia) jos ja vain jos A > 0 (A > 0).
Lisiiksi X’X > 0 ja X’X > 0, jos X:n sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia
(X:n ei tarvitse olla neliomatriisi). Yleisemmin, jos A > 0 ja jos X:n sarakkeet ovat
lineaarisesti riippumattomia, niin X’AX > 0 (olettaen, etté tulot ovat médriteltyji).
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