MATEMATIIKAN JA TILASTOTIETEEN LAITOS
Analyysi IT

Harjoitus 2

Ratkaisuehdotuksia, Kaarlo Reipas

31 . 1. 2011 alkavalle viikolle

1. Selvitd Riemann-integraalin mééritemén perusteella (ts. osoita integroitu-
vuus ja méiritd integraalin arvo)
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Ratkaisu. Merkitasan f(z) = 7z. Kéytetddn Riemannin ehtoa (2.7.), joilloin
riittad 16ytad kutakin € > 0 kohti jako D, jolla Sp —sp < €. Koska f on aidosti
kasvava, pétee

sup f(z) = f(b)
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milld tahansa rajoitetulla vélilla A.
Tutkitaan muotoa D,, = |J;_, {k/n} = {0,1/n,2/n,...,(n —1)/n,1} olevia
vileji. Ylldolevan huomion perusteella G = k/n ja g, = (k — 1)/n. Siispi
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Tutkimalla nédiden erotusta saadaan

T+l -1 7
SDn = 8D, = 2n m  on

Olkoon nyt € > 0 annettu. Valitsemalla D = D,,, missd n > 7e, ndhdéén,
etta
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Téten funktio f on integroituva vélilla [0, 1], joten silld on olemassa integraali
I. Koska jokaisella jaolla D pétee
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2. Laske
w/3
/ e“sinxdz.
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Vihje: soveltamalla osittaisintegrointia kahdesti voit saada yhtélon, josta ratkaise-
malla saat selville kysytyn integraalin.

Ratkaisu. Osittaisintegrointia soveltaen saadaan
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/ e“sinzdr = / e’ sinx —/ e” coszdr
0 q 0
w/3 w/3 x/3
= / e’sinx — / e® cosT — / —e®sinx dx
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ja tasté lisadamalld molemmille puolille foﬂ/ e sinx dr
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2/ e*sinzdr = / e’sinx — / e® cosw
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3. Laske
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0

sijoituksella « = sinh ¢. (Tutki syksyn monisteen sivua 83.)

Ratkaisu. Merkitiin ¢(t) = sinht, o = 0, 8 = In(1++/2). Nyt ¢/(t) = cosht,
o(a) = 0 ja ¢(B) = 1. Lisdksi ¢’ on jatkuva ja ¢ monotoninen, kun ¢ > 0, joten
o(t) € 10,1], kun t € [a, ]. Nyt voimme kiyttidd sijoitusmenetelmid Riemannin
integraaleille (6.3.) ja saamme
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4. Selvitd Riemann-inegraalin madritelmén perusteella
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0

Vihjeita: Kaytd tasavilistd jakoa. Sovella geometrisen jonon summakaavaa.

Huomaa, etté

1
1—en
1
n

——1

kun n — oo (koska kyseessi erotusosaméérin vastaluku).

Ratkaisu. Olkoon f(z) = e® ja D,, kuten tehtévissd 1. f on kasvava, joten

G = /™ ja g, = el
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Nyt tiedetédén, ettd integraali on olemassa. Olkoon se I. Kuten tehtévéssa 1,
sp <I<Sp

jokaisella jaolla D, joten koska annettujen vihdeijen nojalla
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5. Tutkitaan funktiota f : [0,1] — R missd f(z) = e, Anna esimerkki
jaosta D, jolla Sp—sp < 107199, Vihje: tarkastele tasavilisti jakoja. Kannattaa

muistella luentoja tai katsoa monisteen esimerkkii 2.8. (Tehtdviissi on siis kyse
tutkittavan funktion kasvavuudesta ja arvoista vélin péditepisteissi.)

Ratkaisu. Olkoon D,, kuten edellisissé tehtavissd. Koska funktio z — e on
kasvava tutkittavalla vélilld, esimerkin 2.8. nojalla

Sp, = sp, < Dl (f(1) = £(0)) = — (e —1).
Koska 1
- (e—1) <1071 —= n > 10" - 1),
esimerkiksi valitsemalla n = 10'°! jako D,, kiy.
6. Tarkastellaan funktiota f : [0,100] — R missd f(xz) = e®%. Anna es-

imerkki jaosta D, jolla Sp—sp < 10710990 Voit, esimerkiksi kiyttid viliarvolausetta
ja tietoa, ettd tutkittavan funktion derivaatta on rajoitettu.

Ratkaisu. f'(x) = —e®**sinx, joten |f'(z)| < % < e. Olkoon [a, b] miki
tahansa vili, G = sup,¢(q) f(2), ja 9 = infoe(a ) f(z). Koska [a,b] on suljettu



vili, saavutetaan sekéd G, ettéd g jossain vélin pisteissd z¢g ja x4. Jos zg > a,
niin derivoituvuudesta seuraa, etti villiarvolauseen nojalla vililtd ]a, z¢[ 16ytyy
(&) = fleg)=f(a)

rg—a

jokin piste &, jossa f’
Téten

<e < |f(zg) — fla)| < e(zg —a)

‘f(l‘c:)—f(a)
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joten
[f(za) = f(a)| < e(b—a).
Sama péitee, jos x¢ = a. Lisdksi samanlaisella pééttelylld voidaan todeta,
ettd
|f(zg) — fla)] <e(xzyg—a) <e(b—a)
ja nyt kolmioepédyhtélon nojalla |G — g| = |f(za) — f(zg)] < 2e(b—a).
Olkoon D, vilin [0, 100] tasavilinen jako n osaan. Nyt
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Valitsemalla esimerkiksi n = 10'°°% jako D,, ky.



