1. Tekijarakenteet

Tassa osassa tarkastellaan tekijarakenteita, kuten tekijaryhmia ja tekijaren-
kaita, lahtien liikkeelle mahdollisimman yleisistéd periaatteista. Tekijarakenteiden
ajatuksena on péastd tarkastelemasta yksityiskohtia silloin, kun se ei ole valt-
taméatonta. Esimerkiksi annetun kokonaisluvun parillisuuden péaattelemiseen tar-
vitsee tarkastella vain viimeistd numeroa. Yhteenlaskusta puolestaan tieddmme,
ettd kahden luvun summa on parillinen, jos ja vain jos luvut ovat joko molemmat
parillisia tai molemmat parittomia. Silloin kun parillisuus on ainoa kiinnostava
ominaisuus, selvidmme hyvin misté tahansa yhteenlaskuun liittyvéstd ongelmasta
tarkkailemalla vain yhteenlaskettavien parillisuutta. Esimerkiksi summan
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selvittdminen on tyolastd, mutta pelkka vilkaisu kertoo, ettd tulos on pariton.

1.1. Ekvivalenssirelaatiot. Minké tahansa tekijarakenteen taustalla on ké-
site nimelta ositus. Ositus jakaa rakenteen X erillisiin epétyhjiin osiin, jotka yh-
dessé sisédltavat kaikki alkuperédisen rakenteen X alkiot. Tekijarakenteen alkioina
toimivat sitten ndma osat, ja jokaisen yksittdisen osan sisdltdmaé rakenne jatetdin
tekijarakenteessa huomiotta.

Kuva 1. Tekijarakenteessa samaan osaan kuuluvat alkiot samastetaan.

Toinen tapa ymmartaéd tekijarakennetta on, ettd ajatellaan samastettavaksi
samaan osaan sisaltyvat alkiot. Talloin niiden véliset erot ikddn kuin tahallisesti
unohdetaan. Témaé johtaa luonnollisella tavalla ekvivalenssirelaation kéasitteeseen.
Jos R on jokin kaksipaikkainen relaatio, niin merkintd xRy tarkoittaa, ettd x on
relaatiossa alkion y kanssa.® Intuitio antaa olettaa, etté kuvatakseen ekvivalenssia
(tai “samastamista”) kaksipaikkaisen relaation R on toteutettava alla olevat ehdot
kaikilla alkioilla x,y, 2:

1. Relaatio R on refleksiivinen, eli x Rx.
2. Relaatio R on symmetrinen, eli jos xRy, niin yRx.
3. Relaatio R on transitiivinen, eli jos x Ry ja yRz, niin zRz.

Nama ehdot voidaan ottaa ekvivalenssirelaation maaritelmaksi.

STarkasti maédriteltyné kaksipaikkainen relaatio R tarkoittaa osajoukkoa jérjestettyjen parien
joukossa X x X. Alkio x on relaatiossa alkion y kanssa, mikéli (z,y) € R.
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1. TEKIJARAKENTEET 11

MAARITELMA 1.1. Joukossa X méériteltyd kaksipaikkaista relaatiota R kut-
sutaan ekvivalenssirelaatioksi, jos se on refleksiivinen, symmetrinen ja transitii-
vinen. Alkion z sanotaan olevan ekvivalentti alkion y kanssa, jos xRy. Alkion z
ekvivalenssiluokaksi relaation R suhteen nimitetdén joukkoa, joka sisaltda kaikki
x:n kanssa ekvivalentit alkiot:

[z]r = {y € X | zRy}.

Ekvivalenssiluokkaa voidaan merkitd myos [z] tai T, jos relaatio on asiayhteydesta
selvi. Relaation R kaikkien ekvivalenssiluokkien joukkoa merkitdin X/R.

Tietyn, joukossa X maédéritellyn ekvivalenssirelaation ekvivalenssiluokat muo-
dostavat aina X:n osituksen. Toisaalta jokainen ositus antaa aiheen maééritella
ekvivalenssirelaatio, jossa samaan osaan kuuluvat alkiot ovat keskenaédn ekviva-
lentteja. Kaksi ekvivalenssiluokkaa [x] ja [y] ovat samat, jos ja vain jos x on ekvi-
valentti y:n kanssa. Sanotaan, ettd sekd x ettd y ovat tdmén ekvivalenssiluokan
edustajia.

Olkoon nyt (X, ) jokin algebrallinen struktuuri, jonka tekijarakenne halutaan
muodostaa. Ideana on valita sopiva ekvivalenssirelaatio ~ samastamaan sellaiset
alkiot, joiden eroja ei haluta huomioida. Néin saatavaan ositukseen X/~ mééri-
tellddn sitten uusi laskutoimitus *', joka vastaa luonnollisella tavalla alkuperiista
laskutoimitusta:

[7] ¥ [y] = [z xy] kaikilla z,y € X.

Téssa médritelmassi on erds ongelma. Laskutoimituksen *' taytyisi liittaa jo-
kaiseen pariin ([z], [y]) yksikésitteinen kolmas alkio [z] ' [y]. Kaavan antama tulos
[ * y] riippuu kuitenkin ndennéisesti joukon X alkioista = ja y. Kukin ekvivalens-
siluokka voi sisdltdd monia eri alkioita x1, zo, 3, ..., ja tadlloin [z1] = [x9] = [x3],
jne. Jotta laskutoimituksen [z] «" [y] tulos olisi yksikésitteinen, on siis pidettéva
huoli siité, etta se ei riipu joukon X alkioista vaan ainoastaan niiden edustamista
luokista. Toisinaan sanotaan, ettd talloin kaavan antama laskutoimitus on hyvin
mdadritelty. Maarittelyn onnistuminen yleisessd tapauksessa vaatii, ettd laskutoi-
mitus ja ekvivalenssirelaatio ovat tietylld tavalla yhteensopivat.

MAARITELMA 1.2. Olkoon X joukko, jossa on mééritelty laskutoimitus * seké
ekvivalenssirelaatio ~. Jos kaikilla x,2’,y,1’ € X pitee

r~x ja y~y = rxy~a xy,

sanotaan, ettd laskutoimitus * on yhteensopiva relaation ~ kanssa.

Yhteensopivuus takaa sen, ettd tekijarakenteessa voidaan méaritelld alkupe-
raistd laskutoimitusta vastaava laskutoimitus.

LAUSE 1.3 (Tekijarakenteen mééritelmé). Olkoon * laskutoimitus joukossa X,
ja olkoon ~ laskutoimituksen x kanssa yhteensopiva ekvivalenssirelaatio. Talloin
on olemassa joukon X/~ laskutoimitus *', jolle pdtee

[2] ' [y] = [z y]
kaikilla x,y € X.
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ToDpISTUS. Jotta lauseessa annettu kaava maarittelisi laskutoimituksen " tu-
loksen yksikésitteisesti, taytyy ekvivalenssiluokan [z x /] olla sama aina, kun
a2’ € [z] ja y' € [y]. Olkoot siis o/, y" € X sellaisia, ettd '’ ~ z ja ¢y ~ y. Koska
laskutoimitus * on yhteensopiva ekvivalenssirelaation kanssa, patee z*y ~ x’ *1/.
Talloin

[z y] = [+ o],
eli laskutoimituksen ' tulos ei riipu luokkien [z] ja [y] edustajien valinnasta, vaan
on aina sama luokka [z * y]. U

Yleensa tekijarakenteen laskutoimitusta merkitddn samalla symbolilla kuin al-
kuperéisen rakenteen laskutoimitusta, mikali sekaantumisen vaaraa ei ole.

Mikéli laskutoimituksella on rakenteessa X neutraalialkio, sen ekvivalenssi-
luokka [e] toimii neutraalialkiona tekijarakenteessa. Taméa néhddén siitd, ettd
le] * [x] = [e x x] = [z] kaikilla z € X.

ESIMERKKI 1.4. Tarkastellaan monoidin (N, +) ositusta parillisiin ja paritto-
miin lukuihin. Tata ositusta vastaa ekvivalenssirelaatio

n~n <= n+n =2k jollain k € N.

Relaatio ~ on yhteensopiva yhteenlaskun kanssa, silli jos patee m +m/ = 2k ja
n +n' = 21, niin

(m+n)+m +n)=2k+20=2(k+1) ja k+1eN.

Nyt voidaan maéritelld laskutoimitus [m] + [n] = [m + n], missé tulos riippuu
vain siitd, ovatko m ja n parillisia vai parittomia. Neutraalialkiona toimii [0] eli
parillisten lukujen luokka, ts. parillisen luvun lisdédminen séilyttda parillisuuden
ja parittomuuden. Saatu kaksialkioinen tekijdmonoidi on itse asiassa ryhma, sillé
[1] on oma vasta-alkionsa.

Voitaisiin my6s tarkastella luonnollisten lukujen jakoa osiin {0,1,2} (pienet
luvut) ja {3,4,5,...} (suuret luvut). Taté ositusta kuvaavassa relaatiossa kaksi
alkiota ovat ekvivalentteja, jos molemmat ovat pienia tai molemmat suuria. Ekvi-
valenssirelaatio ei ole yhteensopiva laskutoimituksen kanssa, silli kahden pienen
luvun summa voi olla joko pieni (esim. 1+ 1 = 2) tai suuri (esim. 2+ 2 = 3). Néin
ollen luokkien “pienet” ja “suuret” yhteenlaskua ei voida maéritella.

ESIMERKKI 1.5. Erotusmonoidit. Olkoon (M, +) vaihdannainen monoidi, esim.
(N, +). Yritetddn luoda monoidia M vastaava rakenne, jossa kaikki alkiot olisivat
kaantyvia. Ideana on muodostaa symbolisia erotuksia a — b, joista sitten samaste-
taan ne, joiden voi ajatella vastaavan samaa alkiota.

Erotuksien muodostamiseksi tarkastellaan tulomonoidia (M x M, +), jossa yh-
teenlasku mééritelladan pisteittiin: (a,b)+ (¢, d) = (a+¢, b+d), ja neutraalialkiona
toimii (0,0). Paria (a,b) voidaan nyt pitdd symbolisena erotuksena. Tulomonoi-
dissa maéaritelldén relaatio

(a,b) ~ (d',V) <= a+b +c=d +b+c jollain c € M.
Relaatiota voidaan verrata tavallisten kokonaislukujen laskusédéantoon, jonka mu-
kaan a — b= d’ — ¥/, jos ja vain jos a + b’ = a’ +b. Alkio ¢ voidaan jattidd ehdosta
pois, jos jokainen alkio on supistuva, eli jos ehdosta £ 4+ ¢ = y + ¢ seuraa z = y
(kuten luonnollisilla luvuilla on asian laita).
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On suoraviivaista osoittaa, ettd relaatio ~ on yhteenlaskun kanssa yhteenso-
piva ekvivalenssirelaatio. Saatavaa tekijarakennetta M x M/~ kutsutaan erotus-
monoidiksi. Kanoninen kuvaus a — [(a,0)] liittda alkuperéisen monoidin M ero-
tusmonoidiinsa. Mikéli jokainen alkio on supistuva, kanoninen kuvaus on injek-
tio, ja alkuperdinen monoidi voidaan ajatella erotusmonoidin osajoukkona (esim.
(N, +) C (Z,+)). Erotusmonoidissa jokaisella alkiolla [(a,b)] on vasta-alkio, silla

[(b,a)] +[(a,0)] = [(a + b,a + b)] = [(0,0)].

Erotusmonoidin konstruktiota voidaan hieman yleistda valitsemalla aluksi jo-
kin laskutoimituksen suhteen suljettu osajoukko S, jonka alkioista halutaan kdéan-
tyvid. Talloin ekvivalenssin ehdoksi tulomonoidissa tulee

(a,b) ~ (a',V) <= a+b +c=d +b+c jollaince S.

Tallainen yleisempi konstruktio on tarpeen esimerkiksi silloin, kun monoidista
(Z,-) halutaan konstruoida murtoluvut. Joukoksi S on téssé tapauksessa valitta-
va Z \ {0}. (Multiplikatiivisen merkinnén tapauksessa erotusmonoidia kutsutaan
jakomonoidiksi.)

1.2. Homomorfismien hajottaminen. Oletetaan, ettd on mééritelty al-
gebrallinen struktuuri (X, %) ja sen tekijastruktuuri X/R ekvivalenssirelaation R
suhteen. Kuvausta 7: X — X/R, m(x) = [z], joka liittd4 jokaiseen alkioon sen
edustaman ekvivalenssiluokan, nimitetddn kanoniseksi surjektioksi. Tekijaraken-
teen madritelméstad seuraa suoraan, ettd kanoninen surjektio on aina homomorfis-
mi.

Oletetaan nyt, ettd on lisdksi mééritelty homomorfismi f: (X,%) — (Y,-).
Herid kysymys, voidaanko mééritelld sellaista homomorfismia f tekijirakenteesta
X/R joukkoon Y, joka toteuttaisi ehdon

f=Tor.
Téamén ehdon toteutuessa sanotaan, ettd alla oleva kaavio kommutos.

f

4
/
X i

X/R

X

Y

Kommutointiehdon merkitys on siind, ettd sen toteutuessa voitaisiin kirjoittaa

F(lz]) = f(2),

jolloin homomorfismin f ominaisuudet olisivat suoraan johdettavissa kuvauksen f
ominaisuuksista. Ongelma puolestaan on siind, ettd kuvaus f voi saada eri arvoja
sellaisillakin alkioilla, jotka kuuluvat samaan ekvivalenssiluokkaan, kun taas f o
kuvaa téllaiset alkiot aina samalle alkiolle. Ongelma ratkaistaan samalla tavoin
kuin tekijarakenteen maérittelyssa.

MAARITELMA 1.6. Olkoon X joukko, jossa on mééritelty ekvivalenssirelaa-
tio ~. Olkoon lisdksi f kuvaus X:lta joukkoon Y. Jos kaikilla z, 2’ € X pétee

e~ = f(r) = f@),



14

sanotaan, ettd kuvaus f on yhteensopiva ekvivalenssirelaation ~ kanssa.%

LAUSE 1.7 (Homomorfismin hajottaminen). Olkoon f homomorfismi struktuu-
rilta (X, *) struktuuriin (Y,-), ja olkoon ~ joukossa X mddaritelty laskutoimituksen
kanssa yhteensopiva ekvivalenssirelaatio. Jos f on yhteensopiva ekvivalenssirelaa-
tion ~ kanssa, niin on olemassa yksikdsitteinen homomorfismi f: X/~ — Y, jolle
patee

f = 7 © 7T7

missi m on kanoninen surjektio X — X/ ~.

TobisTus. Olkoot z,2’ € X sellaisia, ettd m(xz) = m(2’). Talldin = ~ 2/, ja
koska f on yhteensopiva relaation ~ kanssa, myos f(x) = f(2'). Koska f(z') on siis
sama alkio kaikilla 2’ € [z], voidaan kuvauksen f arvot méritelld yksikésitteisesti
valitsemalla f([z]) = f(x). Niin saatu f on homomorfismi, silld

fal+ ) = f(lwxyl) = fzxy) = fz) - fly) = f(]) - F(lyD),
ja mahdollinen neutraalialkion luokka [e] kuvautuu alkiolle f(e), joka on struk-
tuurin Y neutraalialkio. Kuvauksen f yksikésitteisyys seuraa suoraan siité, ettd
sen on toteutettava kaava f([z]) = f(z). O

HuomAuTus 1.8. Edellisesséd lauseessa mainittu ehto on itse asiassa valttdmé-
ton, eli kaavan f = f o7 madrittelemd kuvaus on olemassa jos ja vain jos f on
yhteensopiva ekvivalenssirelaation kanssa. Huomaa lisaksi, ettd Im f = Im f.

ESIMERKKI 1.9. Jatketaan esimerkin 1.4 tarkastelua. Niin sanottu inkluusio-
kuvaus v: (N,+) — (Z,+), t(n) = n, on monoidihomomorfismi. Se ei kuitenkaan
ole yhteensopiva ekvivalenssirelaation kanssa, silla esim. ¢(0) # ¢(2), vaikka 0 ~ 2.
Tekijamonoidista N/ ~ ei siis saada kuvausta ¢ vastaavaa homomorfismia koko-
naisluvuille. Tama4 olisikin luonnotonta: kyseisen homomorfismin kuvassa voisi olla
korkeintaan kaksi alkiota (koska tekijamonoidi on kaksialkioinen), mutta toisaalta
sen pitéisi olla sama kuin Im ¢, joka on déreton.

Tarkastellaan sitten kuvausta g: (N, +) — ({1, —1},), g(n) = (—1)", joka on
my6s homomorfismi. Jos n ~ n’, niin jollain k € N pétee

g(n) = (~1)" = (1% = ()" (-7 =15 (=) = g().
Siispé g on yhteensopiva relaation ~ kanssa. Néin ollen on olemassa homomorfismi
g: N/~— {1,—1}, jolle pitee [0] — 1 ja [1] — —1. Koska tdmé& homomorfismi on
bijektiivinen, se on itse asiassa ryhméisomorfismi.

1.3. Tekijaryhmait. Olkoon G multiplikatiivinen ryhma. Tekijaryhméén liit-
tyvé ekvivalenssirelaatio saadaan aina ns. normaalin aliryhmén avulla.

MAARITELMA 1.10. Aliryhméd H < G kutsutaan normaaliksi, jos sen vasem-
mat ja oikeat sivuluokat ovat samat, eli gH = Hg kaikilla g € G. Jos H on G:n
normaali aliryhmé, merkitain H < G.

Algebra I:ssé on todistettu seuraava lause.

6Kuvauksen ja laskutoimituksen yhteensopivuudessa annetun relaation kanssa on oikeastaan
kyse samasta asiasta. Laskutoimitushan on kuvaus *: (z,y) — = *y. Téssd on kuitenkin annettu
molemmat maéritelmét erikseen selkeyden vuoksi.
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LAUSE 1.11 (Normaalisuuskriteeri). Aliryhmd H on normaali ryhmdassa G, jos
ja vain jos kaikilla g € G pitee gHg™' C H eli

ghg™' € H jokaisella h € H.

Minké hyvénsé aliryhmén sivuluokat muodostavat aina koko ryhmén osituk-
sen. Jokaista aliryhméé vastaa siis ekvivalenssirelaatio, jossa alkiot ovat ekviva-
lentteja tdsmaélleen silloin, kun ne kuuluvat samaan sivuluokkaan. Koska sivuluo-
kat eivit leikkaa toisiaan ja x € xH patee kaikilla z, alkiot = ja 2’ kuuluvat
samaan sivuluokkaan, jos ja vain jos x € x’H. Kun aliryhmé on normaali, tdmé
relaatio on yhteensopiva laskutoimituksen kanssa, miké seuraavassa todistetaan.

LAuse 1.12. Oletetaan, etta H < G. Tdlléin ekvivalenssirelaatio
r~x = zca'H

on yhteensopiva laskutoimituksen kanssa.

TobisTus. Olkoot x,2’,y,y" € G sellaiset, ettd x € 2'H jay € y H. Erityisesti
x = x'hy ja y = y'ho joillain hi, hy € H. Nyt hiy’ € Hy', ja koska H on normaali,
Hy' =o' H. Taten hiy = y'hs jollain hy € H. Lopulta saadaan

wy = 2'hy - y'hy = 2’y - hzhg € (¢'y)H,
eli zy ~ 2'y’. =

Normaalin aliryhmén N suhteen voidaan siis muodostaa tekijaryhmaé, jossa
samastetaan samaan sivuluokkaan kuuluvat alkiot. Téta tekijaryhmaa merkitdan
G/N. Kaéantéen, jokainen ryhmélaskutoimituksen kanssa yhteensopiva ekvivalens-
sirelaatio liittyy aina johonkin normaaliin aliryhmé&an.

LAUSE 1.13. Oletetaan, etti ~ on ryhmdssi G mddritelty, laskutoimituksen
kanssa yhteensopiva ekvivalenssirelaatio. Talloin neutraalialkion luokka N = [e]
on normaali aliryhmd G:ssd, ja kaikilla g,g' € G pitee g ~ ¢ jos ja vain jos
/

g € gN.

TobIsTUs. Osoitetaan ensin, ettd N on aliryhmé. Selvésti e € N. Olkoot
sitten g, h € N. Talloin g ~ e ja h ~ e, joten gh ~ ee = e, koska laskutoimitus on
yhteensopiva relaation ~ kanssa. Néin ollen gh € N. Lisaksi

e=glg~gle=g",

koska g ~ e. Titen ¢g~' € N, ja N on G'n aliryhma.

Olkoot sitten g, ¢ € G sellaiset, etti g ~ ¢’. Talloin g~ '¢g’ ~ g~'g = e, joten
g '¢’ € N. Niin ollen

g =9-9g'd €gN.
e
eN

Toisaalta, jos ¢’ € gN, niin g '¢g’ € N, elig '¢g’ ~e. Titen g’ = g-g~'¢g' ~ ge = g.

Nyt on osoitettu, ettd N on G:n aliryhmé ja kaikilla g € G pétee gN = [g].

Samalla tavoin voidaan osoittaa, ettd Ng = [g] kaikilla g € G, joten N:n vasemmat
ja oikeat sivuluokat ovat samat. Tamaé tarkoittaa, ettd [N on normaali. O
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Téasté eteenpéin oletetaan aina ryhmistd puhuttaessa, ettéd tekijarakenteeseen
liittyva ekvivalenssirelaatio on muotoa g € g'N.

Ryhméhomomorfismin hajotukselle saadaan seuraava ehto.

LAUSE 1.14. Olkoon f: G — H ryhmdhomomorfismi, ja olkoon N QG. Tidlloin
on olemassa yksikasitteinen homomorfismi f: G/N — H, jolle pdatee f([g]) = f(g)
kaikilla g € G, jos ja vain jos N C Ker f.

TobpisTUS. Oletetaan ensin, etti N C Ker f. Jos ¢ ~ g eli ¢ € gN, niin
g ¢’ € N. Oletuksen perusteella

F@7 () = flg™'9) = 1n,
joten f(g) = f(g'). Kuvauksen f olemassaolo seuraa nyt lauseesta 1.7.

Oletetaan sitten, ettd N ¢ Ker f. Télloin 16ytyy jokin h € N, jolle f(h) # 1x.
Toisaalta [h] = [lg] ja f(lg) = 1g, joten millekddn kuvaukselle ei voi péted
[g] — f(g) kaikilla g € G. O

Tunnetusti ryhméhomomorfismin ydin on normaali aliryhmé. YIl& olevasta
lauseesta saadaan siten erityistapauksessa Ker f = N tuttu homomorfialause.

KOROLLAARI 1.15 (Ryhmien homomorfialause). Olkoon f: G — H ryhmdaho-
momorfismi. Talloin ryhmat G/Ker f ja Im f ovat isomorfiset.

'

G/Kerff%f>1mf

(Kaavioissa kaksoisnuoli viittaa yleensd surjektioon ja koukkunuoli injektioon; tds-
sa v on inkluusiokuvaus.)

TopIsTUS. Lauseen nojalla 16ytyy homomorfismi f: G/Ker f — H. Olkoon
g € G. Jos g o+ 1g, niin g &€ Ker f, joten f([g]) = f(g) # 1x. Niin ollen
Ker f = {[1¢]}, misti seuraa kuvauksen f injektiivisyys. Rajoittamalla maalijouk-
ko aliryhméin Im f, saadaan kuvauksesta f edelleen bijektiivinen homomorfismi

f:G/Ker f = Imf. O

KuvA 2. Homomorfismi f kuvaa ytimen sivuluokat yksi yhteen
kuvajoukon alkioille
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1.4. Tekijarenkaat. Renkaiden kohdalla on pidettdva huoli siité, ettd teki-
jarakenteeseen liittyvéd ekvivalenssirelaatio on yhteensopiva molempien laskutoi-
mitusten suhteen. Koska renkaan yhteenlaskuryhmé on vaihdannainen, kaikki sen
aliryhmét ovat normaaleja. Kertolaskun mukaan liittdmistd varten aliryvhmén on
lisdksi toteutettava ns. ideaalisuusehdot.

MAARITELMA 1.16. Renkaan (R, +,-) yhteenlaskuryhmén aliryhmia A kut-
sutaan ideaaliksi, jos kaikilla r € R ja a € A pétee

rae€ A ja ar € A.

Pelkastédan ensimméisen ehdon toteuttavia aliryhmia kutsutaan vasemmanpuoles-
stkst ideaaleiksi ja pelkéstdan toisen ehdon toteuttavia oikeanpuoleisiksi.

HuoMmauTus 1.17. Ideaalisuusehdot muuttuvat ymmaérrettaviksi, kun pohdi-
taan kysymystd “minkéalainen luokka voidaan ottaa tekijarenkaan nolla-alkioksi?”.
Koska renkaassa pétee aina -0 = 0-r = 0, tdytyy tdmén luokan myds toteuttaa

[r]A = A[r] = A kaikilla r € R.
Ideaalin sivuluokat muodostavat osituksen.
LAUSE 1.18. Olkoon A ideaali renkaassa R. Talloin ekvivalenssirelaatio
r~r << rer+A4A
on yhteensopiva renkaan kertolaskun kanssa.
TobisTus. Olkoot z,z’,y,y € R sellaiset, ettd o € 2’ + Ajay € y + A.

Erityisesti x = 2’ + a1 ja y = 3y + as joillain a1, as € A. Koska A on ideaali, tulot
x'as, a1y’ ja ayag sisaltyviat A:han. Niin ollen

2y = (' +a))(y +a2) =2y +2'as + a1y’ + aras € 'y + A,
cA

joten zy ~ 'y’ . O

Renkaan R tekijarengasta ideaalin A suhteen merkitddn tavalliseen tapaan
R/A. Kuten ryhmien tapauksessa, my6s nyt jokainen laskutoimitusten kanssa yh-
teensopiva ekvivalenssirelaatio on peréisin jostain ideaalista.

LAUSE 1.19. Oletetaan, ettd ~ on renkaassa R mddritelty, molempien lasku-
toimitusten kanssa yhteensopiva ekvivalenssirelaatio. Tdlldin nolla-alkion luokka
A = [0] on ideaali renkaassa R, ja kaikilla r,v' € R pdtee r ~ 1’ jos ja vain jos
rer + A

TobpisTus. Lauseesta 1.13 seuraa, ettd A on aliryhmé ja sen sivuluokat vas-
taavat tdsmalleen relaation ~ ekvivalenssiluokkia. Tarvitsee siis vain todistaa, etté
A on ideaali. Olkoot r € Rjaa € Aeli a ~ 0. Koska laskutoimitus on yhteensopiva
relaation ~ kanssa, niin

ra~71-0=0 ja ar ~0-r=0.

Tama tarkoittaa, ettd r € A. O
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Algebra I:ssé on osoitettu, ettd rengashomomorfismin ydin on aina ideaali.
Seuraavien rengashomomorfismien hajotukseen liittyvien lauseiden todistukset si-
vuutetaan, koska ne ovat aivan samanlaiset kuin ryhmédhomomorfismien tapauk-
sessa.

LAUSE 1.20. Olkoon f: R — S rengashomomorfismi, ja olkoon A renkaan R
ideaali. Tdlloin on olemassa yksikasitteinen rengashomomorfismi f: R/A — S,
jolle patee f([r]) = f(r) kaikilla v € R, jos ja vain jos A C Ker f.

KOROLLAARI 1.21 (Renkaiden homomorfialause). Olkoon f: R — S rengas-
homomorfismi. Talloin renkaat R/Ker f ja Im f ovat isomorfiset.



