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1. Olkoon G ryhmé. Osoita, etté seuraavat ehdot ovat yhtépitavit:
(i) G # {1} ja G:n ainoat aliryhmét ovat G ja {1}.
(ii) G = Z/pZ, missa p on alkuluku.
(iii) |G| on alkuluku.
(iv) G on yksinkertainen ja vaihdannainen.

Ratkaisu: (i)=-(iii)Olkoon g € G, g # e. Télloin g:m virittdma
aliryhmd H = {g* : k € N} ei ole {1}, joten sen tiytyy olla
koko G eli G on syklinen. Jos G on ddreton (eli g:n kertaluku
on #dreton), niin se on isomorfinen (Z, +):n kanssa. Kuitenkin
Z:114 on epétrivialeja aitoja aliryhmié esim. 27, mika on ristirii-
dassa oletuksen kanssa. Néin ollen g:n kertaluku on &dérellinen
joten |G| = n > 1 on &érellinen. Olkoon p sen alkulukutekijé
ja olkoon ¢ = n/p. Talléin h = g? on G:n alkio jonka kertaluku
on p, joten sen virittdmassa aliryhméssd K on tasan p alkiota.
Toisaalta oletuksen nojalla on oltava G = K.

(iii)=(ii) Tunnettua. Nimittéin jos |G| on alkuluku p jokai-
sen alkion g € GG, g # e kertaluku on oltava p, joten g virittdé
G:n ja G on syklinen, mistad helposti saadaan viite.

(il)=(iv) Z/pZ on selvisti vaihdannainen. Koska p on alkulu-
ku jokaisen alkion kertaluku on p (paitsi €):n misté seuraa, etté
jokainen alkio virittdd koko ryhmén (kuten ylld). Tésté seuraa,
ettd jokainen epétriviaali aliryhmé on koko ryhma, silld se si-
sdltad jonkun alkionsa g # e virittamén aliryhmén. Erityisesti
G:ll4 ei ole aitoja epétriviaaleja normaaleja aliryhmié, joten G
on yksinkertainen.

(iv)=-(i) Seuraa yksinkertaisen ryhmén mééritelmésta ja sii-

td, ettd vaihdannaisen ryhmén jokainen aliryhmé& on normaali.

2. Olkoot H, K < G adrellisia aliryhmié. Osoita, ettd
|HK| = [H|[K|/[H N K]

Huomaa, etté téssé ei oleteta tulon H K olevan ryhmé.



Ratkaisu: Joukko H K voidaan esittdd K:n eraiden sivuluok-
kien yhdisteené, silla

HK = U hK.
heH

Jokaisen sivuluokan h K koko on | K| ja erillaiset sivuluokat ovat
erillisid, joten kyseessd on erillinen yhdiste. Néin ollen

|HK| = n|K],

missa n € N on erillaisten muotoa A K sivuluokkien lukumaéaara.
Riittaa siis laskea n.

G toimii vasemmalta K:n vasempien sivuluokkien joukossa
GG/ K kanonisella tavalla,

99K =(99)K.
Tarkastellaan tdmén toiminnan rajoittuma aliryhméan H. Si-
vuluokat hK, h € H ovat tilloin tasmélleen alkion K € G/K
radan alkiot tdmén toiminnan suhteen. Lauseen 2.4 mukaan ra-

dan koko on |H|/|Hk|, missi Hg on alkion K kiinnittéjd. Mutta
h € Hg jos ja vain jos

hK = K eli jos ja vain jos h € K.
Néin ollen Hx = HN K, joten n = |H|/|H N K|.

. Olkoon G &drellinen ryhmé ja ¢ : G — H surjektiivinen ho-
momorfismi. Merkitadn Syl (G):1la G Sylowin p-aliryhmien
joukkoa ja n,(G) = | Syl,(G)|. Osoita:

(a) Jos P € Syl (G), niin p(P) € Syl,(H).

(b) Jos @ € Syl,,(H), niin @ = ¢(P) jollakin P € Syl (G)

(©) my(H) < 1, (G).

Ratkaisu: a) Harjoitus 2 tehtédvin 1c) nojalla ¢(P):n kertalu-
ku on P:n keraluvun tekija. Téastd seuraa, ettd ¢(P) on ainakin
p-aliryhma.

Toisaalta harjoitus 2 tehtédvin 1b) nojalla [H : ¢(P)] = [p(G) :
©(P)] on [G : P]n tekija. Tdstd seuraa, ettd [H : p(P)] ei
ole jaollinen p:lla, joten ¢(P):m taytyy olla Sylowin p-aliryhmé
H:ssé.

b) Olkoon P jokin G:n Sylowin p-aliryhmé. T4ll6in a)-kohdan
nojalla ¢(P) € Syl (H). Koska kaikki Sylowin p-aliryhmét ovat
toistensa konjugaatteja, on olemassa h € H jolle Q = ho(P)h™".



3

Koska ¢ on surjektio on olemassa g € G jolle h = ¢(g). Néin
ollen

Q = hp(P)h™" = o(g)p(P)e(g) ™ = p(gPg ") = o(P"),

missid P’ = gPg~! on Sylowin p-aliryhmé G'ssé.

c) Kohdan a)-perusteella voidaan mééritelld kuvaus ®: Syl (G) —

Syl,(H), ®(P) = ¢(P). Kohdasta b) seuraa, ettd ® on sujektii-
vinen. Néin ollen

np(H) = | Syl,(H)| < [Syl,(G)| = np(G).

4. Olkoon G dérellinen ryhmé, H < G ja P € Syl (H). Osoita,
ettd jos Ng(P) C H, niin P € Syl (G).

Ratkaisu: Kirjoitetaan |G|:n kertaluku muodossa |G| = p*m,
missd m ei ole jaollinen m:lla. T&lloin aliryhmén H kertaluku
on |H| = p'd, missd i < k ja d on m:n tekiji. Nyt |P| = p',
joten P on Sylowin myos G':ssd jos ja vain jos ¢ = k, mikd on
ekvivalentti sen kanssa, ettd |G/H]| ei ole jaollinen p:1l4.
Tarkastellaan P:n kanonista toimintaa joukossa G/H, p-gH =
(pg)H. Télloin G/H on tdmén toiminnan ratojen erillinen yh-
diste ja jokaisen radan koko on | P|:n tekijé eli joku p:n potenssi.
Erityisesti se on joko jaollinen p:l1a tai on yksio, jolloin sen alkio
on toiminnan kiintopiste. Néin ollen riittdd osoittaa etta kiin-
topisteiden joukko ei ole jaollinen p:lla.

Olkoon gH kiintopiste, télloin siis pgH = gH kaikilla p € P,
joten ¢g"'Pg C H. Merkitdéin P’ = gPg~!, tillsin P’ on H
aliryhmé. Toisaalta se on | P|:n kokoinen, joten P’ on myds Sy-
lowin p-aliryhmé H:ssé. Kaikki Sylowin p-aliryhmét ovat tois-
tensa konjugaatteja, joten P’ = hPh~! jollakin h € H. Siis

gPg™' = hPh™!, eli

gh™' € Ng(P) C H. Tisté seuraa, etti g € hH = H. Néin ollen
gH = H. Toisaalta H on toiminnan kiintopiste, silla P C H,
joten pH = H kaikilla p € P. Siis toiminnalla on tasan yksi
kiintopiste. Koska 1 ei ole jaollinen p:ll& véite seuraa.

5. Olkoon P € Syl,(G). Osoita, etté
Na(Ne(P)) = Na(P).



Ratkaisu: Olkoon g € Ng(Ng(P)) eli gNg(P)g~' = N(P).
T&llsin erityisesti gPg~' C Ng(P). Merkitdin P’ = gPg~L.
Téalloin P ja P’ ovat molemmat Ng(P):n Sylowin aliryhmiét.
Toisaalta normalizerin Ng(P) médiritelmén nojalla P on nor-
maali N (P):ssé, joten se on ainoa Ng(P):n Sylowin p-aliryhma.
Niin ollen gPg~! = P’ = P, joten g € Ng(P).

. Osoita, ettd mikdan ryhma, jonka kertaluku on 80, ei ole yksin-
kertainen.

Ratkaisu: Olkoon G ryhmaé, jossa on 80 alkiota. Alkulukuhajo-
telma antaa 80 = 5-16. Tarkastellaan ensin Sylowin 5-aliryhmia.
Lauseen 4.4(iii) perusteella niiden lukumééri s; on luvun 16 te-
kija ja s, = 1(mod 5). Kaymaélld lapi luvun 16 tekijét ndhddén,
ettd s, = 1 tai s, = 16. Jos 5, = 1 Sylowin 5-aliryhmé on ainoa,
joten se on normaali ja olemme valmiit. Muuten s, = 16. Kos-
ka erillaiset 5:n alkion aliryhmiit leikkavat vain neutraalialkion
kohdalla, yhdessa ne siséltyvit (neutraalialkiota lukunottamat-
ta) 4 - 16 = 64 alkiota. Jaljelle jaa 80 — 64 = 16 alkiota. Koska
mikd tahansa 16 alkion aliryhmaé ei voi siséltdé alkioita joiden
kertaluku on 5, téllaisia ryhmiéd on korkeintaan yksi. Toisaalta
Sylowin lauseen 4.4. G:114 on ainakin yksi 16 alkion aliryhma.
Néin ollen Sylowin 2-aliryhmié on tasan yksi, joten se on nor-
maali.



