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1. Ryhmiin sisiiset automorfismit ovat muotoa f,(y) = zyz~! ole-
vat automorfismit (ks. HT2.6). Niiden joukkoa merkitén Inn(G).
Osoita, etté

Inn(G) < Aut(G),

misséd Aut(G) on G:n automorfismien ryhmé (laskutoimitukse-
na kuvausten yhdistdminen).

Ratkaisu: Olkoon f, € Inn(G) ja g € Aut(G). Rittda osoittaa,
ettd gf,g7! € Inn(G). Olkoon a € G. T#llsin

9f29"(a) = glzg " (a)z™") = g(x)g(g~ " (a)g(x) ™" = g(z)ag(z) ™" = fyw).
Néin ollen gf,g7" = fy) € Inn(G).

2. Oletetaan, ettd ryhmé G toimii joukossa X ja ettd g,h € G
kuuluvat samaan konjugaattiluokkaan. Osoita, ettd | Fix(g)| =

| Fix(h)].

Ratkaisu: Olkoon a € G sellainen, etti g = a 'ha. Tarkas-
tellaan kuvauksen a: X — X rajoittuma joukkoon Fix(g). Jos
x € Fix(g), niin

h(az) = (ha)x = (ag)z = ax,

néin ollen ax € Fix(h). Siis a: Fix(g) — Fix(h). Koska h =
aga~!, niin vaihtamalla g:n ja h:n roolit ylli saadaan a=t: Fix(h) —
Fix(g). Néin ollen a kuvaa Fix(g):n bijektiviisesti joukkoon Fix(h).
Erityisesti on olemassa bijektio Fix(g):mn ja Fix(h):n valilla.

3. Osoita:
(a) Jos o, p € S, ovat erillisia syklejd, niin o o p = poo.
(b) Jokainen o € S,\{id} on pareittain erillisten syklien tulo
ja esitys on tekijoiden jérjestysté vaille yksikésitteinen.
(c) Esité

(123456 g
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erillisten syklien tulona seké vaihtojen tulona. Laske sgn (o).
(d) Osoita, ettd S, = ((12)(12---n)).



Ratkaisu: a) Olkoot o = (apay ...ax), p = (boby ...b;). Erilli-
syys tarkoittaa, ettd {ag,as,...,ar} N{bo,b1,..., b} = 0. Saa-
daan

oo pla;) = o(a;) = a1 = plaig1) = poo(a),

00 p(b;) = 0(bj11) = bjt1 = p(b;) = poa(b)),
misséd ¢ + 1 lasketaan mod k + 1 ja j + 1 lasketaan mod [ 4 1
Jos x ¢ {ag,a1,...,ar} U{bo,b1,..., b} niin o(x) = x = p(x).
Myos talloin pétee

(00p)(x) =2 = (po0)(a).
b)Olkoon o € S,,. Merkitddn G:114 o:n virittdméaa aliryhméé
{o* : k € Z}. G toimii joukossa {1,...,n} luonnollisella tavalla
(S, toiminnan rajoittuma). Oletetaan, etta

0O=010...00}

on esitetty erillisten syklien tulona. Oletetaan ettd x € {1,...,n}
ja sen rata G:n toiminnan suhteen ei ole yksio (eli = ei ole
o kiintopiste). Téll6in on olemassa tasan yksi sykli o; joka
ei pidd x paikallaan (erillisyyden perusteella). Voidaan kirjoit-
taa 0; = (a1az . . . ), missé a; = z. Télloin o(z) = 0;(x) = as.
Toistamalla sama pédttely saadaan o(ax) = ary1 kun k < m,
o(am) = a; = z, mistd alkaen o7 (z)m arvot alkaa toistua sykli-

sesti. Néin ollen {a,...,a,} on x:n rata G:n toiminnan suh-
teen. Kééntden jokainen o; = (ajas . . .a,,) vastaa a;:n rata ku-
ten ylld. Niin ollen kokoelma {oy,...,0,} midrdytyy téaysin

G':n toiminnalla, joka riippuu vain o:std. Tdmaé osoittaa yksiké-
sitteisyyden.

Yksikésitteisyyden todistuksesta saadaan myds vinkki miten
olemassaolo voi todistaa. Nimittdin olkoot Aq,..., A, G:n ra-
dat, jotka eivét ole yksioité eli vastaavat o:n kiintopisteitéd. Va-
litaan jokaisessa A; edustaja x; € A; ja méadaritelladn sykli

aj = (wj o(x;) o*(x;) ... o (ay)),
missd 0" (z;) = z;. Télldinen varmasti 16ytyy, koska G on 4-
rellinen. Koska radat ovat erilliset néin konstruoidut syklit o;
ovat myos erillisid. Konstruktion perusteella helposti ndhdé&én,

ettd o on tulo oy 0...00,.
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b)-kohdan olemassaolo-todistus antaa myos konkrettisen al-
goritmin sykli-hajotelmaan 16ytédmiseksi. Otetaan mielivaltai-
nen alkio z € {1,...,n} ja lasketaan sen rata o:n suhteen eli
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arvot o(z),o(o(x) jne. kunnes tormétadn taas alkion 1. Ylldan-

nettuun o:aan sovellettuna tdmé antaa syklin (1423). Seuraa-

vaksi otetaan alkio joka ei ole 1:n radassa - vaikkapa alkio 5. Sen

radassa on vain kaksi alkiota - 5 ja 6. Saadaan siis hajotelma
o = (1423)(56).

Esitetddn viela o vaihtojen tulona. Koska sykli (56) on jo vaih-
to, riittdd esittdd sykli (1423) vaihtojen tulona. Kurssimateriaa-
lin sivulta 25 voi luntata suoraan, ettd m-sykli on esitettavissa
vaihtojen tulona seuraavasti:

(@102 -+~ am) = (a102)(azas) - - (m-10m)
(tarkista, ettd kaava on tosi). Kun tdmé sovelletaan sykliin
(1423) saadaan esitys
(1423) = (14)(42)(23).
Néin ollen
o= (14)(42)(23)(56).

Koska o voidaan esittdd 4:n vaihdon tulon, o:n etumerkki on
(-1)*=1.

d) Ratkaisutapa 1: Osoitetaan viite induktiolla n:n suhteen.

Kun n =2 5, = {id, (12)}, joten viite on tosi.
Oletetaan, ettéd viite pétee n — l:lle. Merkitdén o = (12), 7 =
(12---n). Olkoon G niiden virittdma aliryhmé. Suoraan laske-
malla ndhdaéin, ettd G sisaltaa alkiot

orT = (23-n) ja

ror ! = (23).
Kun sovelletaan induktio-oletus joukkoon {2,...,n} nidhdédén,
ettd G sisaltdd kaikki tdmén joukon permutaatiot eli kaikki S,,:n
alkiot jotka pitavét 1 paikallaan. Erityisesti kaikki vaihdot (ij),
2 < 4 ovat G:ssi. Toisaalta

(Im) = (12)(2m)(12),m > 2,

joten G siséltéaa kaikki vaihdot. Koska nama virittavit S,,:n véi-
te seuraa.

Ratkaisutapa 2: Jokaisella i € {1,...,n — 2} pitee
Tii+ 1) =(G+1i+2).
Koska (i i+1) € G kun ¢ = 1, induktiolla saadaan, etta (i i+1) €
G kaikilla ¢ = 1,...,n — 1. Néiden yhdisteend saadaan kaikki
vaihdot, silld jos a < b, niin
(ab)=(aa+1)---(b—2b—1)bb—1)---(a+1a+2)o(aa+1).

Viite seuraa.



4. Maaritd ryhmien Sy ja A4 konjugaattiluokat ja niiden koot seké
kaikki normaalit aliryhmét.

Ratkaisu: Lauseesta 3.6 seuraa, ettd .S, alkiot ovat toistensa
kojugaatteja, jos ja vain jos ne ovat sama syklityyppid. Tapauk-
sessa n = 4 saadaan siis konjugaattiluokat

01 = {ld}, |Cl| - ]_,
Cy ={(12), (13), (14), (23), (24), (34)}, | Co| = 6,
Cs = {(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243)},[C5] = 8
Cy = {(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432) }, |C4| = 6,
Cs = {(12)(34), (13)(24), (14)(23)}, |C5[ = 3.
Olkoon H G:n normaali epétriviaali aliryhméa. Talléin H on
yhdiste konjugaatioluokista. Lisdksi se sisédltdd varmasti Cy:n.
Koska |G| = 24 aliryhmén H koko on oltava 24:n tekija. Jos H

ei sisaltdd Cy niin sen koko on oltava 7, 13, 9, 15 tai 21, mik&
on mahdotonta. N&in ollen H siséltdd ainakin joukon

Hy = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} = C, U Cs.

Toisaalta helposti ndhdaén, ettd Hy; on G:n aliryhméa. Tamé
seuraa siité, etta

(ab)(cd) o (ac)(bd) = (ad)(be).

Itse asiassa H; on isomorfinen Kleinin neliryvhmén Zs & Z, kans-
sa. Se on normaali 5),:ss4 silld se on yhdiste konjugaatioluokista.
Tarkastellaan vield voiko H sisaltda muita alkioita. Jos Hj:een
lisatdan C5 tai Cy tai molemmat saadaan 10 tai 16 alkiota, joten
ei saada aliryhmaéé. Jos lisatdan Cy ja Cs tai Cy ja C3 saadaan
18 alkiota ja sama johtopéétos. Ainoa jéjelld oleva mahdollisuus
on siis unioni H; UC}3, jossa on 12 alkiota. Helposti ndhdéaén, et-
td taméa onkin parillisten permutaatioiden ryhméa A,. Itse asias-
sa tiedetddn jo etukéteen, ettd S,:114 on ainakin yksi normaali
aliryhmé Ay, jossa on 12 alkiota ja toisaalta ylla kédyttiin lapi
kaikki mahdollisuudet normaleille aliryhmille ja 16ydettiin vain
yksi mahdollinen ehdokas aliryhmélle jossa 12 alkiota. Tésta
seuraa ettd sen on pakko olla Ay, eiké tarvitse edes todistaa et-
té se onkin aliryhma.

Saadaan siis kaksi epétriviaalia normaalia aliryhmé - Ay ja Hy,
joka on syklityppid 2-2 olevien permutaatioiden virittdma ali-
ryhma.

Tarkastellaan seuraavaksi konjugaatit Ay:ssi. Ylla todettiin
jo ettd joukkona Ay = C; U C3 U Cs. Lauseen 3.8 nojalla al-
kion 0 € A, konjugaattiluokka Aj:ssd on joko sama kun sen
kojugattiluokka Sy:ssé tai sen koko on tasan puolet vastaavasta
Sy:n konjugaattiluokassa. Jalkimméinen tapaus realisoituu jos
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ja vain jos o:n syklihajotelmassa syklit ovat parittomia ja niiden
koot erillisid. A4:n alkioista tdmé ehto toteutuu Cs:n alkioille,
joka siis jakautuu kahteen 4:n alkion luokaksi. Laskemalla 16y-
detddn seuraavat alkion (123) konjugaatit

(12)(34)(123)(12)(34) = (142),
(13)(24)(123)(13)(24) = (134),
(14)(23)(123)(14)(23) = (243).
Koska tiedetéén, etta alkion (123) konjugaattiluokan koko on 4,
on 16ydetty kaikki sen kojugaatit. Néin ollen konjugaattiluokat
ovat
C, = {id}, ‘01’ =1,
Cs1 = {(123), (142), (134), (243)}, |C31| = 4, ja
C3o = {(132),(124), (143),(234)}, |Cs2| = 4
Cs = {(12)(34), (13)(24), (14)(23)}, |C5[ = 3.
Tarkastelemalla néiden erityyppiset yhdisteet ja vertamaalla ne

Ay kertalukuun 12 nédhdéaén, ettd H; = C1UCs on ainoa epét-
riviaali A4:n normaali aliryhmaé.

Huomautus: Myohemmin (Lause 5.13) todistetaan, ettd A,:114
ei ole triviaalia normaalia aliryhmié kun n # 4. Téstéd helposti
seuraa, ettd S,:n ainoa epétriviaali normaali aliryhm& on A,
kun n # 4. Niin ollen tapaus n = 4 on ainoa "poikkeus ”.

. Todista Cauchyn lause: Jos G on déarellinen ryhmé, ja p on sen
kertaluvun alkutekija, niin 16ytyy alkio g € G, jonka kertaluku
on p.

Ratkaisu: Sylowin lauseen (Lause 4.4.) nojalla G:1l4 on Sy-
lowin p-aliryhma P. Maéaaritelmén mukaan P on epéatriviaali,
joten erityisesti on olemassa alkio x € P, z # e. Koska P on
p-ryhmé z:n kertaluku on p* jollakin k& € N. Olkoon

y=a" .
Téllsin y # e (muuten x:n kertaluku olisi pienempi kuin p¥),

mutta y? = 27" = e. Koska p on alkuluku, tastd seuraa, etté
y:n kertaluku on p.

. Olkoon G &aérellinen ryhma ja S sen Sylowin p-aliryhmé. Osoita,
ettd seuraavat ehdot ovat yhtéapitavat:
(i) S 4G.
(ii) S on G:n ainoa Sylowin p-aliryhmé.
(iii) Jokainen G:n p-aliryhmaé sisdltyy S:aéan.



(iv) S on karakteristinen G:ssé, eli kaikilla G:n automorfismeil-
la 6 pétee 0(S) = S.

Ratkaisu: i) = ii) Olkoon S G:n Sylowin aliryhmé. Lauseen
4.4. nojalla S ja S’ ovat toistensa kojugaatteja. Koska S on nor-
maali on oltava S’ = S.

ii) = iii) K. Suomisen monisteen Lauseen 1.5.12 nojalla jokainen
G p-aliryhmé siséltyy johonkin G:n Sylowin p-aliryhméén.
Koska S on ainoa Sylowin p-aliryhmaé, véite seuraa.

iii) = iv) Olkoon #: G — G automorfismi. Télléin 6(.S) on G:n
p-aliryhmé, joten se siséltyy S:aéan. Toisaalta 0(S) ja S ovat 44~
relliset joukot, joissa on saman verran alkioita, joten 6(S) = S.

iv) = i) Sovelletaan kohdan iv) ehtoa siséisiin homomorfismei-

hin f,(y) = aya .



