Topologia I
Harjoitus 6, kevat 2010
Ratkaisuehdotus

1. (5:7) Olkoon E normiavaruus, I = [0,1] ja f,g : I — E jatkuvia. Osoita,
ettd yhtalon

h(s,t) = (1 —1)f(s) + tg(s)
méidrittelemd kuvaus h : I2 — E on jatkuva, missi I? on nelié I x I C R2.

Ratkaisu:

Tavoitteena on onnistua kirjoittamaan tehtdvin funktio h muotoon, johon
voi soveltaa kappaleen 5 lausetta 5.3. Méadritellddn a,b: I — R, a(t) =1 —1¢
ja b(t) = t, koska t&lloin

h = (aopry)(fopry)+ (bopry)(gopr)

jolloin jatkuvuus seuraa projektion ja yhdistetyn jatkuvuudesta seki lausees-
ta 5.3. On syytd huomata, ettd lauseessa 5.3 médritelty "tulofunktio” ei ole
: X xX — E,vaan : X — FE, joten lause ei automaattisesti todista tehtavin
vaitettd ilman edellisen kaltaista muokkausta.

2. Tutki, ovatko seuraavat tason R? osajoukot suljettuja:

(a) Ap={(z,y) €R*|1/k < |(z,y)] <1}, jossak €N, (b) A:UAk.

Jos ei, niin méaarad sulkeuma. Ohje. Sulkeumaksi osoittamisessa on hyotya
lauseen 6.8 kohdasta (4).

Ratkaisu:
Merkitéddan By, = B((0,0),1/k) C R?, missid k € N. Kirjan esimerkissé 6.2 on
osoitettu, ettd suljettu kuula B(x,r) C X on suljettu joukko.
(a) Kirjoitetaan ) )
Ay, = By \ By = By NCBy,

jossa leikattavat joukot ovat suljettuja. Suljettujen leikkaus on suljettu.
(b) Lauseessa 6.3 sanotaan, ettd suljettujen ddrellinen yhdiste on suljettu,

joten lauseesta ei ole tédssa kohtaa apua. Kuitenkin de Morganin lain
mukaan
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joten A ei selviistikiifin ole suljettu. Osoitetaan vield, ettd B, on suppein
suljettu joukko, joka sisdltdii A:mn. Olkoon siis F' C R? suljettu, joka
siséltdi Am. Silloin CF on avoin ja CF < CA = 0B, U {(0,0)}, joten
avoimuuden nojalla CF € CB; = B, C F. Lauseesta 6.8(4) seuraa

A= Bj.
3. Anna tason R? joukkojen

A={(k,1/n)|ke€Z, neN} ja B={(k1/n)|keQ, neN}
kasautumispisteet ja sulkeumat. Lyhyt vastaus riittaa.

Ohje. Kahden reaaliluvun a < b vilissd on aina rationaaliluku ¢ € Q:
a<q<b.

Ratkaisu:
Selvésti joukon A kasautumispisteet muodostavat joukon Z x {0}. Kéytté-
mélld lausetta 6.21 saadaan

A = AU{z € R*|zonjoukon A kasautumispiste}
= (Zx{l/n|neN})U(Zx {0})
= Zx({l/n|neN}u{0}).

Tarkastellaan seuraavaksi joukon B kasautumispisteitd. Ohjeen ja edellisen
mukaan ainakin joukon F' = R x ({1/n|n € N} U {0}) pisteet ovat B:n
kasautumispisteitd. Kaydadn tésta esimerkiksi ldpi muotoa (r,0), r € R ole-
va piste. Olkoon B((r,0),¢) jokin pisteen (r,0) kuulaympéristd. Nyt ohjeen
mukaan 16ytyy sellainen ¢ € Q, etté r — ¢ < £/v/2. Kun vield n > v/2/¢, niin

[(r,0) = (¢, 1/n)* = (r — q)* + (0= 1/n)* < &*.

Muita kasautumispisteitid, B:lla ei ole, koska F' on suljettu ja B C F. Suljet-
tuuden nikee kirjoittamalla CF avointen suorakaiteiden yhdisteeni. Siispi
lauseen 6.21 nojalla

B=BUF=F.

4. Onko R%n osajoukko

A={(z,y) €R*|z >0, y=sin(l/z)}

suljettu, ja jos ei, niin miki on sen sulkeuma A? Mitki pisteet ovat kasautu-
mispisteitd? Kovin yksityiskohtaista todistusta ei tdssé haeta.



Ohje. Hahmottele kuva. Huomioi pisteet (g, yx) € A, joissa x, = 1/(7r/2 +
km) ja k € N on parillinen tai pariton. Bolzanon lause.

Ratkaisu:

0 1

Osoitetaan aluksi, ettd A ei ole suljettu. Olkoon y € [—1,1] ja ¢ > 0.
Tarkastellaan pistettd (0,y). Nyt Bolzanon lauseen nojalla 16ytyy sellainen
t € [0,27], ettd y = sint. Mutta myos y = sin(t + k27) kaikilla & € N. Ot-
tamalla tarpeeksi suuri £ € N ja valitsemalla x = 1/(t + k27) < ¢, on myds
voimassa sin(1/x) = y. TA&mi osoittaa sen, ettd pisteen (0,y) missd tahansa
ymparistossd on kiyran pisteitd, joten joukko A ei sisilld kaikkia kasautu-
mispisteitdén eikd néin ollen voi olla lauseen 6.22 nojalla suljettu.

Merkitidin J = {(0,4) |1 > |y|}. Osoitetaan, etti A = AU J. Olkoon r > 0.
Maaritelladn apufunktiot

(x—r), x>,

0, muulloin.

flz,y) =y —sin(l/z), g(x,y) = {



Maaritellaan vield

0, muulloin

h(z,y) = {f(l‘ay)g(w,y), x>0

= h jatkuva koko R:ssd. Nythan joukko

Uy i={(z.9) |& > 1,y #sin(1/2)} = A~ (R {0})

on avoimen joukon alkukuvana avoin. Siispé

C(AUJ):UJQUA:{(x,y)\x§0,|y\>1}UUU,,

r>0

on selviisti avoin® eli AU.J suljettu. Toisaalta, jokainen AU .J:n piste on myds
A:n kasautumispiste. Néin ollen lauseen 6.21 mukaan

A=AU(AUJ)=AUJ

Tehtavin joukkoa kutsutaan joskus nimelld topologin sinikdyrd sen useiden
mielenkiintoisten topologisten ominaisuuksien johdosta.

5. (6:12) Olkoot f,g: X — Y jatkuvia kuvauksia ja A C X sellainen joukko,
ettd f|A = g|A. Osoita, etta f|A = g|A.

Ratkaisu:

Nyt pitdisi osoittaa, ettii f(a) = g(a) kaikilla a € A. Olkoon & > 0 annettu
jaa € A. Koska f ja g ovat jatkuvia, [6ytyy d1,, > 0 siten, ettd fB(a,d;) C
B(f(a),e/2) ja gB(a,d2) C B(g(a),e/2). Asetetaan § = min(d, dy). Koska

a € A, loytyy x € B(a,0) N A. Mutta oletuksen nojalla f(x) = g(z), joten

d(f(a),g(a)) ES d(f(a), f(z)) +d(g(x), 9(a)) <e/2+e/2 =

Mutta tdmén nojalla d(f(a),g(a)) = 0, koska € > 0 oli mielivaltainen.

6. (6:18) Osoita, ettd jokainen suljettu joukko F' C X voidaan lausua leik-
kauksena laskevasta jonosta avoimia joukkoja U; D Uy D - --.

Ohje. Kéyta sopivia r-ympéristoji, kts. 4.10.

Ratkaisu:
Ohjeesta viisastuneina mééritelldén U,, = B(F,27"). Selvésti jono on laskeva.
Lisdksi lauseen 4.11 mukaan joukot ovat avoimia. Osoitetaan siis, ettd F' =

N, Un.

! Tarkista viimeinen muoto! Se ei ole triviaali, mutta helppo.
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Jos x € F, niin d(z,z) = 0, joten d(x, F) = inf{d(z,2) |z € F} <0<
27" kaikilla n € N.

Jos x € (N, Up, niin = € U, kaikilla n € N. Taméa puolestaan tarkoit-
taa, ettd inf{d(z,z)|z € F} < 27" kaikilla n € N. Mutta talloin z:n
jokaisesta ympéristosta on loydyttava F:n pisteitd. Tamaé johtuu seu-
raavasta: Oletetaan ,ettd 16ytyy x:n ympéristd, jossa ei ole F::n pisteité.
Téama tarkoittaa, ettd 16ytyy myo6s kuula B(x,r), jollakin r > 0, s.e.
FNB(x,r) =0. Mutta timé tarkoittaa sité, ettd d(x, z) > r/2 kaikilla
z € F. Siten r/2 on alaraja joukolle {d(z,z)|z € F'}, jolloin suurim-
pana alarajana inf{d(z,z) |z € F'} > r/2. Mutta tdmé onkin ristiriita,
koska piti olla d(x, F') = inf{d(x, z) | z € F} < 27" kaikilla n € N. Néin
ollen x on F:n kasautumispiste. Koska F' oli suljettu, sisdltda se lauseen
6.22 nojalla kaikki kasautumispisteensé eli x € F'.



