Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Topologia 1
Korvaavan kurssikokeen 15.3.2010 ratkaisut

1. Osoita, ettd puoliavaruus

A={(z,y,2) eR¥ |z +y+2>0}
on avoin joukko R3 :ssa.

Ratk. Viite. A on avoin R3:ssa.

Tod. Madritelliin f: R?® — R, f(x,y,2) =2 +y+ 2 kun (z,y,2) € R3. Poly-
nomina f on jatkuva kuvaus. Pitee A = {(z,y,2)|f(z,y,2) > 0} = f71]0, 0.
Tunnetusti vili |0, 0o[ on avoin R:ssid. Siten A on avoin R3:ssa avoimen joukon
alkukuvana jatkuvassa kuvauksessa f:R? — R.

2. Osoita, etta yhtalo

d(z,y)=|e* —e?

, kun x,y € R,

maarittelee metriikan joukossa R.

Ratk. Vaite. d on metriikka R :ssa.
Tod. Ensinnékin d(z,y) = ‘e_z — e‘y| > 0 kaikilla z,y € R. Olkoon z,v,z € R.

(M1) d(z,y)=le*—e ¥ =le"—e +e?—e ¥ <|e"—e”
e — e = d(w,2) + d(z,y).

(M2) d(z,y) = e — ™| + |e7 — 7] = d(y,2).

(M3) d(z,y)=le " —e ¥ =00 —eV=0sc"=¢'Saz=y.

3. Tarkastellaan funktioavaruutta £ = C([0,1],R) = {jatkuvat funktiot f :
[0,1] — R} ja sen osajoukkoa

A={fn:[0,1] = R| fu(z) = ¥z, n € N}.
Merkitaan vakiofunktiota jossa x +— 1 kaikilla z, lyhyesti 1:114, jolloin 1 € E.
(a) Méarad etdisyys d(1,A), kun E:ssd on supnormin || f||c = sup{|f(x)| : = €
[0,1]} luoma metriikkaa d. Péteeké 1 € A (A on A:n sulkeuma), kun kiytetdin
tata metriikkaa? Perustelu.
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(b) Etéisyys e(1,A), kun E':ssé kdytetddn Lo-normin ||f|l2 = (fo f(x)? da:)

luomaa metriikkaa e.



Ratk. (a) Selvasti 0 < f,(x) < 1 kaikilla z € [0,1] ja n € N. Olkoon f, € A.
Silloin |1(z) — fa(z)] = 1 — fu(z) < 1 -0 =1 kaikilla « € [0,1], ja toisaalta
|1(0) — f,(0)] = 1. Siten kaikilla f,, € A pétee

d(1, fn) = sup{|1(z) — fa(z)| : z € [0,1]} = 1.
Siten

d(1,A) =inf{d(1, f,)| fn € A} = 1.
Koska A = {f € E|d(f,A) =0} ja d(1;A) =1+#0, niin 1 ¢ A.
(b) Olkoon f, € A. Silloin

oL, fu)? = 1 fullZ = / (1) — fulx))? dx = / (1- o) da

1 1 2 n+1 n
:/ (1—2361/"—1—:02/”) dx:/ (a:— n JE% + n x%)
0 0 n+1 n+ 2

2n N n 2 < e
= €
n+l n+2 (n+1)(n+2) ’

kun n > n, eraallda n. € N. Siis

—1—

e(1,A) =inf{e(1, f) | fn € A} < € kaikilla € > 0.
Siten e(1,A4) =0.
Huom. 1 € A, kun metriikkana on e.

4. Olkoon F niiden R?:n pisteiden (x,y) joukko, joilla pitee

sin(n(z +y)) <zy kaikillan € N.

Osoita, ettd F on suljettu joukko R?:ssa. Pidetés#in tunnettuna, ettid funktio
sin : R — R on jatkuva.

Ratk. Kiinnitetdin n ja merkitiin F, = {(z,y) € R?|sin(n(z +y)) < zy}.
Silloin F = N{F,, |n € N}. Mairitelliin kuvaukset f, : R?> — R, f.(z,y) =
sin(n(x +y)) — a2y, n € N. Koska (z,y) — n(x + y) on polynomina jatkuva ja
tunnetusti sin : R — R on jatkuva, yhdistettyna kuvauksena (x,y) — sin(n(z +
y)) on jatkuva. Vastaavasti polynomikuvaus (z,y) — zy on jatkuva, ja jatkuvien
erotuksena lopulta kukin f,, on jatkuva.

Patee

Fo = {(z,y) € R?| fu(z,y) <0} = f, '] = 00,0], neN.

Siten F,, on R?:ssa suljettu suljetun vilin | — oo, 0] alkukuvana jatkuvassa ku-
vauksessa f, : R?> — R. Siten F' = NF),, on suljettujen leikkauksena suljettu.
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