Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Topologia I
Kurssikoe 4.5.2010, ratkaisut

1. Maaritéd euklidisen tason R? osajoukon

A={(z,y) eR*|0<y<1—2?}

sisépisteiden joukko int(A) jareuna 0A. Oikea vastaus riittdd! Kannattaa piirtdaa
kuva.

Ratk. Tulos on

int(A) = {(z,y) e R?|0 <y <1—2%} ja

OA={(z,y) eR?*| - 1<z <1,y=0}U{(z,y) e R?*| -1 <z <1,y=1-12%}.

2. (a) Olkoon kuvaus f: X — Y jatkuva, ja olkoon (z,,) jono X :ssé. Osoita, ettd
jos jono (z,) suppenee, niin sen kuvien jono (y,), jossa vy, = f(z,), suppenee
Y :ssa.

(b) Olkoon f: X — Y periti homeomorfismi. Osoita, ettd jos kuvien jono (yy),
jossa y, = f(x,), suppenee, niin jono (z,) suppenee X :ssi.

Ratk. (a) Vaite. Jos jono(zx,) suppenee, niin suppenee myods jono (y,), jossa
Yn = f(xn) .

Tod. Oletetaan ettd x,, — a € X. Koska kuvaus f : X — Y on jatkuva ja
siten jonojatkuva, erityisesti pisteessd a, niin y,, = f(z,) — f(a). Jono (y,) siis
suppenee kohti pistetta f(a) € Y.

(b) Viite. Jos jono (y,), jossa y, = f(z,), suppenee, suppenee myos jono (x,,).

Tod. Koska kuvaus f : X — Y on homeomorfismi, kidnteiskuvaus f~!:Y — X
on jatkuva, ja sille patee z, = f~1(f(z,)) = f'(yn). Sovelletaan (a)-kohtaa.

3. (a) Maérittele metrisen avaruuden (X,d) yhtendisyys. Lisédksi, olkoon A C
X . Kuinka joukon A yhtendisyys késitteend palautuu edella maaritteleméaasi
avaruuden yhtenaisyyteen?

(b) Osoita seuraava: Olkoon (X,d) metrinen avaruus. Jos on olemassa sellainen
AC X,ettd 0 # A# X ja OA =0, ts. A:m reuna on tyhji, niin avaruus X on
epayhtenainen.

Ratk. (a) Avaruus (X,d) on yhtendinen, jos ei ole sen osajoukkoja A, B C X,
joille patee

(1) X=AUB (2) AnB=10

(3) A0 # B (4) A ja B ovat avoimia avaruudessa X .
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Osajoukko A C X on yhtenéinen, jos avaruus (A,d,4) varustettuna indusoidulla
metriikalla (yleisessé topologisessa avaruudessa relatiivitopologialla) on yhtenéinen.

(b) Viite. Jos loytyy A C X, jolla ) # A # X ja 0A = (), niin avaruus X on
epayhtenainen.

Tod. Merkitiin B = X \ A. Silloin B # (). Tunnetusti 04 = ANcl(X \ 4) =
AN B. Oletuksen mukaan AN B = (). Lisiksi, koska A C A ja B C B, niin
A#0D+#BjaX=AUB C AUB. Koska A on suljettu, B = X\ A on
avoin. Vastaavasti A on avoin. Joukot A ja B siis toteuttavat miiritelmin
ehdot (1)-(4). Siten X on epdyhtendinen.

Huom. Kohdassa (4) voidaan yhtd hyvin edellyttdd, ettd joukot A ja B ovat
suljettuja. Siten kohdassa (b) riittda, ettd A ja B ovat suljettuja.

4. Todista kurssin lause: Olkoon (X,d) metrinen avaruus. Olkoot A ja B sen
erillisid ja epatyhjia osajoukkoja, A kompaktija B suljettu. Téll6in d(A, B) > 0.
Saa kayttaa laheisesti asiaan liittyvia lauseita.

Ohje. Jos mokomaa tarvitsee, voi pitaa tunnettuna etta
d(A, B) = inf{d(z,y) |z € A,y € B} = inf{d(z,B) |z € A}.

Ratk. Viite. d(A,B) > 0.

Tod. Koska A on kompakti, tunnetun lauseen mukaan 16ytyy sellainen a € A,
ettd d(a, B) = d(A, B).

Koska B on suljettu, on X \ B avoin, ja koska a € A C X \ B, l6ytyy sellainen
r >0 ettd B(a,r) N B =10. Siten d(a,y) > r kaikilla y € B, joten

d(A, B) = d(a,B) = inf{d(a,y) |y € B} > r > 0.

Alku toisin: Jos ei muista alussa kaytettya lausetta, voi soveltaa esimerkiksi jatku-
vaa funktiota f: X — R, f(x) = d(x, B), joka tunnetusti saavuttaa miniminsa
kompaktissa joukossa A, sanokaamme pisteessid a € A. Talloin

d(A,B) = inf{d(z,B) |z € A} = inf{f(z) |z € A} = min{f(x) |z € A}
= f(a) = d(a, B).
Jatko kuten edella.



