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1. Ratkaise Fourier-sarjamenetelmällä aaltoyhtälön probleema välillä I := [0, 1] ⊂ R:

utt = uxx , x ∈ I , t > 0,

u(0, t) = u(1, t) = 0 , t > 0,

u(x, 0) = sin(4πx) , x ∈ I,
ut(x, 0) = 0 , x ∈ I.

Laske ratkaisun u energiafunktionaalin arvo ja totea, että se tosiaankin on vakio ajan
suhteen.

2. Merkitään x̄ = (x, y, z) ∈ R3 ja u = u(x̄, t) = u(x, y, z, t). Tarkastellaan seuraavaa
aaltoyhtälön Cauchyn probleema R3:ssa:

utt = ∆u , x̄ ∈ R3 , t > 0,

u(x̄, 0) = 0 , x̄ ∈ R3,

ut(x̄, 0) = φ(x̄) , x̄ ∈ R3.

Laske ratkaisukaavasta funktion u arvo pisteessä x̄ = 0 ajanhetkellä t, kun φ(x̄) = |x̄|2, jos
|x̄| ≤ 1, ja φ(x̄) = 0, jos |x̄| > 1 (itseisarvo = vektorin pituus).

3. Oletetaan, että funktio f : R2 → R on kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva (vähempikin
riittäisi). Johda derivaatan määritelmästä derivointikaava

d

dt

∫ t

0

f(t, s)ds = f(t, t) +
∫ t

0

∂f(t, s)
∂t

ds

4. Miten derivoit:
d

dt

∫ 0

−t
f(t, s)ds

ja
d

dt

∫ 3t+t3

t

f(t, s)ds,

olettaen, että f on kuten edellisessä tehtävässä?

5. Olkoon f : R3 → R riittävän sileä funktio. Osoita, että

d

dt

∫
|ξ̄|≤t

f(ξ̄)dξ̄ =
∫
|ξ̄|=t

f(ξ̄)dσ(ξ̄),

missä integrointeihin liittyvät merkinnät ovat kuten luentojen kohdissa (6.34)–(6.35).


