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1. Osoita (suorilla laskuilla), että tapauksessa x̄ := (x, y) ∈ R
2 aaltoyhtälö napakoordi-

naateissa on

vtt = vrr +
1

r
vr +

1

r2
vθθ, (1)

eli jos u = u(x, y, t) toteuttaa aaltoyhtälön, niin funktio v(r, θ, t) := u(r cos θ, r sin θ, t)
toteuttaa yhtälön (1). Tässä r > 0 ja θ ∈ [0, 2π].

2. Merkitään x̄ = (x, y) ∈ R
2 ja u = u(x̄, t) = u(x, y, t). Ratkaise seuraava aaltoyhtälön

Cauchyn probleema R
2:ssa käyttäen d’Alembertin kaavaa (funktio u vakio 1. koordinaatin

suhteen):
utt = ∆u , x̄ ∈ R

2 , t > 0,

u(x̄, 0) = sin y , x̄ ∈ R
2,

ut(x̄, 0) = cos y , x̄ ∈ R
2,

3. Olkoon L := 1. Laske funktion f(x) = 1 + x Fourier–sinikertoimet välillä [0, L] = [0, 1].
Miksi ne eivät toteuta esimerkiksi Lemman 6.2. suppenemiskriteerioita, vaikka f on C∞–
funktio?

4.–5. Ratkaise formaalisti Fourier–sarja–menetelmällä alkuarvo–reuna–arvotehtävä

utt − uxx + u = 0 , 0 < x < π , t > 0,

ux(0, t) = ux(π, t) , t > 0,

u(x, 0) = 0 , 0 ≤ x ≤ π

ut(x, 0) = 1 + cos3 x , 0 ≤ x ≤ π.

Vastaus:

u(x, t) = sin t +
3
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