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Harjoitus 4, viikko 16

1. Tarkastellaan lineaarista mallia Y ∼ Nn(Xβ, σ2In) (β ∈ Rp, σ2 > 0, r(X) =
p). Osoita, että parametrivektorin [β′ σ2]′ Fisherin informaatiomatriisi

i(β, σ2) = E

( −∂2l(β, σ2; Y )/∂β∂β′ −∂2l(β, σ2; Y )/∂β∂σ2

−∂2l(β, σ2; Y )/∂σ2∂β′ −∂2l(β, σ2; Y )/∂σ2∂σ2

)

on

i(β, σ2) =

(
σ−2X ′X 0

0 n/2σ4

)
.

(Vihje: Kannattaa ehkä laskea ensin ∂l(β, σ2; y)/∂β kuten ∂S(β)/∂β monis-
teen s. 7 ja sen jälkeen ∂2l(β, σ2; y)/∂β∂σ2 ja edelleen vastaavan satunnaisvek-
torin odotusarvo. ∂2l(β, σ2; y)/∂β∂β′ saadaan lasketuksi kuten ∂2S(β)/∂β∂β′

(ks. monisteen s. 8) ja ∂2l(β, σ2; y)/∂σ2∂σ2 vaatii pelkästään derivointia reaa-
lisen muuttujan σ2 suhteen. Huomaa myös symmetrisyys.)

2. Olkoon oikea (täysiasteinen) malli Y = X1β1+X2β2+ε (ε ∼ Nn(0, σ2In),β1 ∈
Rp1 , β2 ∈ Rp2 , σ2 > 0). Oletetaan, että β1 estimoidaan kuitenkin käyttäen
mallia, josta X2 on jätetty pois (eli malliyhtälö on Y = X1β1 + ε∗). Las-
ke näin saadun β1:n PNS-estimaattorin odotusarvo ja selvitä myös sen to-
dennäköisyysjakauma. Milloin tämä estimaattori on harhaton?

3. (Jatkoa harjoituksen 2 tehtävälle 1) (i) Johda tehtävän varianssianalyysimal-
lissa parametrien µ1, . . . , µp PNS-estimaattien lausekkeet normaaliyhtälöiden
ratkaisukaavaa käyttäen. (ii) Johda PNS-estimaattorien odotusarvot, varians-
sit ja kovarianssit (eli odotusarvovektori ja kovarianssimatriisi) ja osoita, että
PNS-estimaattori µ̂ = [µ̂1 · · · µ̂p]

′ noudattaa multinormaalijakaumaa.

4. Tarkastellaan kahta riippumatonta lineaarista mallia

Y i = X iβi+εi, εi ∼ Nni
(0, σ2Ini

), ε1 ⊥⊥ ε2, βi ∈ Rp, σ2 > 0, r(X i) = p, i = 1, 2.

Muodosta näistä matriiseja käyttäen yksi malli ja esitä parametrin β = [β′1 β′2]
′

PNS-estimaattorin lauseke. Mikä on saadun PNS-estimaattorin jakauma? Apu-
tulos: Olkoon A ja B epäsingulaarisia neliömatriiseja. Tällöin

(
A 0
0 B

)−1

=

(
A−1 0
0 B−1

)
.

5. Tarkastellaan kahden riippumattoman normaalisen otoksen mallia

Y1, . . . , Yn ⊥⊥, Yi ∼
{

N(µ1, σ
2), kun i = 1, . . . , n1

N(µ2, σ
2), kun i = n1 + 1, . . . , n1 + n2 = n

(µ1, µ2 ∈ R, σ2 > 0, n1, n2 > 1). Estimoi parametrit µ1 ja µ2 ehdolla µ1 =
µ2 käyttäen monisteessa (s. 16) esitettyä rajoitetun PNS-estimaattorin kaavaa
(2.8).


