
Lineaariset mallit, kevät 2010

Harjoitus 3, viikko 15

1. Tarkastellaan lineaarista mallia Y = Xβ + ε, ε ∼ Nn(0, σ2In) (β ∈ Rp,
σ2 > 0, r(X) = p). Osoita, että residuaalivektorille ε̂ pätee ε̂ = (In − P )ε,
jossa P = X(X ′X)−1X ′ (ks. monisteen s. 9). Laske tämän ja liitteen A.1
tulosten avulla E(ε̂) , Cov(ε̂) ja Cov(ε̂, β̂).

2. Jatkoa edelliselle tehtävälle. Osoita, että ŷ′ŷ = y′Xβ̂ ja että β̂1 = ȳ − β̂2x̄2 −
· · · − β̂px̄p, kun mallissa on vakio eli xi1 = 1 kaikilla i = 1, . . . , n. Tässä x̄j =
(x1j + · · · + xnj)/n, jossa xij on matriisin X yleinen alkio (i = 1, . . . , n, j =

1, . . . , p), β̂ = [β̂1 · · · β̂p]
′ ja muut merkinnät ovat kuten monisteessa (ks. s. 8-

10).

3. Harjoituksen 1 tehtävässä 4 on todettu, että
∑n

i=1(yi − ȳ)2 =
∑n

i=1 y2
i − nȳ2 =

y′(In − J)y, jossa y = [y1 · · · yn]′ ja J = 1n(1′n1n)−11′n eli monisteen s. 10
merkinnöin SST = y′(In − J)y. Osoita, että SSR = y′(P − J)y ja SSE =
y′(In−P )y, jossa P = X(X ′X)−1X ′ ja kuten monisteen vastaavassa kohdassa
on myös tässä matriisin X ensimmäinen sarake ykkösvektori 1n. Tästä saat
vaihtoehtoisen perustelun monisteessa s. 10 esitetylle tulokselle SST = SSR +
SSE.

4. Tutkitaan yksinkertaista yhden selittäjän lineaarista regressiomallia Yi ∼N(βxi,
σ2), i = 1, . . . , n. (Ainoa selittävä muuttuja ei ole tässä välttämättä vakio.)
Osoita, että PNS-estimaattori parametrille β on

β̂ =

∑n
i=1 Yixi∑n
i=1 x2

i

.

5. Tarkastellaan tehtävän 1 mallia yhden selittävän muuttujan lineaarisen regres-
siomallin tapauksessa, jolloin malliyhtälö on havaintoyksiköittäin ilmaistuna
yi = β1 +β2xi +εi, i = 1, . . . , n. Merkitään β̂ = [β̂1 β̂2]

′ ja x̄ = (x1 + · · ·+xn)/n.

(i) Muodosta Lauseen 2.1(i) tulosta käyttäen Cov(β̂) ja edelleen Var(β̂2) ja
Var(β̂1 + β̂2x̄).

(ii) Oletetaan, että selittävien muuttujien arvot x1, . . . , xn voidaan valita va-
paasti väliltä [c, d]. Miten ne on valittava, jos Var(β̂2) halutaan minimoida?
Onko tämä valinta muuten järkevä?

(Huom.: Kohdassa (ii) ei vaadita yksityiskohtaisia matemaattisia todistuksia.
Niissä voit myös olettaa, että n on parillinen.)


